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Uzanam de cauffi id confilii ceperim , ut 
omnia mea opufcula fimul colle&ta in 
publicum emitterem, paucis tibi, Be- 
nevole Le&tor, aperiendum mihi videtur. An- 
nis hifce feptemdecim, quibus, ut munere meo 
fungar, tum puram, tum mixtam mathefim do- 
C€O, plurima a me opufcula perfetta funt, quo- 
rum multa aut féparatim typis mandata, aut in 
Academia Bononienfi, aliifque collectionibus in 
ferta in doctorum manus pervenerunt: plura 
vero fcripta manu habebam, quz cum amicis, 
difcipulifque communicata , ab iifdemque traní- 
cripta, & in aliquot ltalim civitates delata non 
prorfus delitefcebant . 
. Quamobrem multe ad me, & frequentes 
veniebint petitiones, ut aliquod. ex meis opu- 
a 2| Ícu- 


ículis liuc illuc mittendum curarem. Que fe: 
paratim edita funt, donec fuppetebant exempla: 
ria, mittebam libentifime . Alia autem oporte- 
bat , ut viris analyfeos ignaris tranícribenda 
committerem , & tranfcripta magna cura dili 
gentiaque corrigerem; qux res maxima me mo- 
leftia afficiebat, tum per fefe, tum quod otium, 
quo non abbundo , mihi adimebat in ftudiis 
utiliter confumendum. Accedit, quod exempla- 
ria permulta, quz nemine corrigente in aliis 
civitatibus faéta funt, adeo vitiofa erant, & er- 
rorum plena, ut ne ipfe quidem aliquando quid. 
quam intelligere poruiffem, nifi ea cum meo 
exemplari: contuliffem . Ut me hifce incommo- 
dis, moleftiifque liberarem, ftatui eadem opuf. 
cula in plures tomos diftributa formis imprime- 
re, atque hoc paco eorum, qui ill quotidie 
flagitant, petitionibus fatisfacere. 

Verumtamen ne quis forte putet , omnia 
mea opera fe in hae colle&ione habiturum , | 
aperte profiteor, me tantum epiftolas , ac dif. * 
quifitiones, qux breviora quadam funt opufcu- 
]ai, hic edere, non autem libros, qui fin- mi- 
nus magno, Jufto fadem volumine continen- 
tur. Quare. fruftra requires aut. Dialogos italice 
confcriptos de. Viribus vivis, & de. a&ctionibus 
potentiaum, aut Commentagum de ufu motus 

tra- 


tractor 1n conftrü&ione sxquationum differen. 
tialium, aut Commentarium alterum de feriebus 
recipientibus ' fummam "algebrüicam ,; aut. expo- 
nentialem: qui libri omnes impreffi funt Bono- 
nlz , tertius typis Hzredum. Conftantini Pifa- 
rni, & Jacobi Phylippr Primodii anno 1756, 
primus, & alter typis Lzlii a Vulpe annis 
1749, 1752.  Alià opuícula omnia in. plures 
tomos diftributa reperies. | 

Nunc. vero prodit tomus primus, qui, fi 
excipias difquifitionem de centro zquilibri , & 
epiftolas duas,- omnia inedita continebit; In 
alis tomis edendis optandum, ut quemadmo- 
dum mea diligentia non deerit, ita ne typogra- 
phe quidem diligentia defideretur, 
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OPUSCULUM PRIMUM. 


De centro. ZEquilibris. | Difquiftio  'Pbyfico - Matbema- 
ica. (a) 


X multis, ac prope innumeris Scriptoribus, qui de re me- 

chanica egerunt , nullus fortaífe eft, qui de puncto illo ver- 
: ba non fecerit, ex quo fi grave fufpendas , omnia quiefcunt 
in mquilibrio. Atque hujufmodi punctum ita conftans effe comper- 
tum eít, ut non mutetur, quacumque ratione circumvoluto corpo- 
IC; dummodo ejus partes eumdem refpe&tive fitum retineant. 
Verum quidquid tradiderunt » illi dumtaxat hypothefi aptavere , 
qua concipiuntur partium gravitates direCtiones habere paralle- 
' que hypothefis quamquam in iis, que ufui hominum; & 
commodis íerviunt, unice adhibenda eít; tamen plereque aliz 
hy pothefes. a philofophis jamdiu confiderate funt, &  diíficillimis 
phznomenis explicandis accommodate, (Quamobrem opere pretiun 
duximus; pulcherrimam de equilibrii centro Theoriam promovere, 
& ad illas etiam hypothefes transferre, in quibus directiones po- 
tentiarum centrum petunt ; quamcumque cum diftantiis a centro 


potentiz teneant proportionem. Qus meditando nacti fumus, ea 
in hunc modum difponemus , ut primum de potentiis parallelis ; 
deinde de illis, que ad centrum tendunt, verba faciamus. Quod 
fpectat ad parallelas, eas habere centrum zquilbrii conftans; fir- 
miore fortalfG , cuam antea factum eft, demonftratione probabi- 
mus (b); tum methodos exponemus quibus ufi funt fcriptores ad 
hujuf- 
VERS MY bec difquifitio primum | feparatim auno x746 » de- 
44 parte fecundi tomi Ac. Bon. anuo 1747. 

. (b) Prejütit boc idem aliquot. poff annos Rogerius Bofcovichius 
Vir doi fimus üempe auno x75x5 adbibita diverfiffima metbodo . 


in 
las 
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hujufmodi centrum determinandum. De potentiis autem centrum 
petentibus quzremus, quanam hypothefes careant, quznam prz- 
ditz Íint centro zquilibrii conítante ; poft, qua ratione methodi 
ille , quibus inventum eft centrum zquilibrii in potentiis paralle- 
lis, ad rem noftram traduci poffint ; breviter exponemus . 

. Itaque ad rem propofitam propius accedentes, pramittimus 
hujufmodi notiffimum 


LEM M 4. 


T^ potentiam zquivalentem duabus, qus vixge rigids 
applicantur. 

Virgo rigide A B (Fig. x.) applicentur due potentie AM, BN, 
quibus zquivalens invenienda 6t. Dire&iones AM, BN producan- 
tur, donec concurrant in C; & transferantur potentie in punctum 
C, fumptis in earum directionibus CS— BN, CR -—AM : nihil 
enim intereft, utrum potentie pofite fint in locis AM ; BN; aut 
inlocis CR, C S. Hz autem componantur facto parallelogrammo 
CSTR, cujus diagonalis C T zquivalentem reprefentabit. Hc 
producatur, donec concurrat in K cum virga rigida AB . Perfpi- 
cuum eft, potentiam C T translatam in KL; & applicatam virgz 
rigide in K zquipollere duabus potentiis AM; BN. 

Ubi advertendum eft ; determinandam eífe non folum quanti- 
tatem potentie zquivalentis ; fed etiam punctum , ubi applicanda 
€t: non enim zquivalet, nifi puncto K applicata. 

Corollarium primum. Tres potentie KL, AM, BN funt in- 
ter fe ut finus angulorum ACB,; KCB,KCA. Quare divifo an- 
gulo AC B ita; ut finus anguloum ACK,; BCK fint reciproce 
ut ipfe potentie AM, BN, invenietur punctum K, cui potentia 
equivalens eft applicanda. : 

Corollarium alterum. Ex puncto K demiffis in potentiarum 
directiones normalibuos KP, K Q, fumptoque tamquam finu toto 
K C, conftat KP, K Q eife finus angulorum ACK, BOCK: fed 
potentie ex cor. 1. debent effe reciproce proportionales finibus an- 
gulorum A C K BCK: Ergo reciproce ut perpendiculares K P, K Q. 

Corollarium tertium. $i potentie AM; BN ad eamdem par- 
tem dirigantur, punctum K cadit inter punéta A, B. Verum fi 
potentia A M ad unam partem folicitaret; BN ad oppofitam ; pun- 
(tum K caderet extra puncta B, A; modo ad unam, nodo ad 
alteram partem ; ut circumftantiz requirunt . 

Corollaium quartum, Ad «equilibrium habendum fatis eft 
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efficere, ut potentia fquivalens ad oppofitam plagam dirigatur, 
Quapropter fi virga rigida ex punéto K fuftentetur , potentiz AM; 
BN in zquilibrio quiefcent; & conftabit quam: potentiam -exerceae 
fulcrum K , nimirum zqualem, & oppofitam potentiz zequivalenti K L. 

erollaium quintum. Si potentiarum directiones AM; BN 
COonCUrrant in punéto C, etiam potentia ipfis zquivalens in eodem 
puncto concurrat , neceife eft. Quare fi dux potentie AM, BN 

eint parallele , etiam zquivalens eifdem erit parallela . 


DE POTENTIIS PARALLELIS. 


E X premiffo Lemmate poffem omnia invenire , quz ad potentias 
pParallelas pertinent: fatis enim effet fupponere, eas effe po- 
tentias parallelas , que ad angulum infinite acutum in puncto in- 
nite diftante conveniunt. Ex qua fuppofitione liceret e veftigio 
colligere , diftantias punctorum A, B a puncto K effe in ratione re- 
Ciproca potentiarum ,  & potentiam zquivalentem KL, effe equalem 
fumme potentiarum A M , BIN ; fi he ad eamdem partem dirigan- 
tur; fi vero ad oppofitas, earumdem differentie. Qu: res ftatim 
cuique patebit , qui infinitorum , & infinite parvorum 'Theoriam 
nOn ignoret. Tamen aliam placet moliri demontlrationem longio- 
Tm quidem, fed non inelegantem ; & quz in infinitorum 'Theo- 
Dàm nequaquam ingreditur. 

.. Ad demonftrationem adornandam preter przmiffum Lemtna in- 
digeo dumtaxat axiomate, quod maxime fimplex eft 
cuum. Illud autem eft hujufmodi. Si duabus , aut 
tiis addantur dux quz zquales fint, & contrarie 
erit potentia &quivalens . 

Virgz rigide AB (Fig. 2) applicentur potentis parallele A M » 
BN, quibus ;quivalens invenienda eft. Dividatur linea AB bifa- 
ram inD: & quoniam duz potentie quales, & contrarie non 


immutant *quipollentem , addantur duz potentie AD , BID ita, 
m suxenienda jam fit zquipollens quatuor potentis AM, AD, 
5 


* rime duz componantur facto parallelogzrammo AMFD , 
;hveniatur zquivalens AF. Eodem modo facto parallelogrammo 
BN inveniatur zquivalens duabus BD, BN nempe BG. Hifce 


zouivalentibus fubftitutis invenienda jam erit potentia zquivalens 
duabus AF 


^ BG. Producatur BG ,' donec concurrat cum AF in 
C; fadifguue R C — AT;SC-ZC.uUG. completoque parallelogram- 
mo CRTS, ducatur diagonalis T C ; quz erit potentia zquivalens 
potentiis AM, BN applicata in puncto K. 


2 Jam 


; atque perfpi- 
pluribus poten- 
; eadem prorfus 


* 
A 
A 
ts 


4 Viucentii. "Rtccats . 


Jam vero ajo primo, potentiam squipollentem T C. effe paral- 
lelam. potentiis AM , BN. Ex C ducatur CO parallela A B. Pro- 
pter triangula fimilia ADF, COF erit AF: CF:: AD:CO. 
Item propter fimilitudinem-triangulorum BDG, GOC erit BG: 
GC::BD: CO atqui, qum fit AD— BD, eft AD:CO:: 
BD:CO: igitur per qualitatem rationum AF:CF:: BG:CG 
five permutando AF : BG, aut RC:RT::CF:CG: Ergo duo 
triangula TRC , GCF , que habent angulos TR C, GCF zqua- 
les, & circa hofce angulos latera proportionalia ; funt fimilia: lgi- 
tur angulus RC T — CFG: Ergo T C eft parallela DF, five 
potentiis AM, BN. Q.E. D. 

Ajo deinde, potentiam zquivalentem T C fore zqualem poten- 
tiis AM, BN. Ex punctis R, S ducantur R P, S Q. parallele A B 
Duo. triangula AF D», R CP non folum funt fimilia, fed etiam. 
zqualia propter zqualitatem laterum AF, RC: Ergo CP— FD 
— AM. Eodem modo triangula G B D ,. CS Q propter zqualitatem. 
laterum. BG, SC non folum. fimilia. funt , fed etiam zqualia : 
Ergo CQ — GD— BN, fed C Q — T P : Ergo TP—BN:Ergo 
dug fimul CP -- TP— T C—AM--BN. Q.E.D. 

Si potentie AM; BN ad. oppofitas plagas traherent, tunc po- 
tentia zquivalens T C. diiferentie potentiarum. AM. AN zqualis 
inveniretur . 

Ajo poflremo, potentias AM; BN eff? in ratione reciproca 
diftantiaaum AK, BK. Namque DF,feu AM:KC::AD:AK. 
item KC: DG, feu BN:: BK: BD, feu AD. Ergo per ratio 
nem, ex equo perturbatam AM: BN::BK: AK. Q.E.D. (a) 

- Si 


——— e — €— 


(a) Aliae metbodo nibil minus eleganti (Fig. 7)» € breviori for- 
zaffe potefl bec propofitio probari. Virge rigide AB applicate fint 
potentie pavallda A M , BIN» quarum ewquivalens eff determinanda .. 
Divide AM, BN bifariam in C,D;, atque per bec. punéta. paralle- 
las: XB. duc EG; IF » que (» intev fe fimt equales, €» bifariam di- 
vidantur im pundis C». D. Claudantur pavallelogramma | AEMOG ,, 
BINF, quorum diagonales fut AM; BN . Confiat potentie AM. 
mquivalere. duas AE, AG; € potentie BN «quivalere duas BI; 
BE: Igitur f£. inveniatur equipelleus quatuov AE; BF; AG; BI; 
cadem: erit. equipellens duabus AM, BN. 

Producantur EA, F B: donee: concurrant. i2. Hr, ex quo punto. pa» 
vajlela. patentiis AAM.,. BIN. agatur HK fecans, AB in K* Ajo rectam: 
AB; ix puncto. K dividi im ratioue veciproca potentiaruu AM; BN. 
Wamque ob fumiipudinems triangulerum valeué due proportiones AK. 
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plagas contrarias folicitarent ; expl ge 
fed punctum K caderet poft punc'a B, A a 
em majoris potentie A M. 

EE o xe deibttiudanen; nemini obfcurum effe poteft ; & 
circà punctum K dividens lineam AB in ratione potentiarum re- 
Ciproca parallelas petentias in zquilibrio manere, & eafdem i 
Optimo collectas intelligi poffe in eodem puné&to K; quod puc 
aliud eft, quam pro duabus potentiis z:quivalentem fubftituere ip E 
*qualem. Quz dux proprietates latiffime patent, & NAE 

potentiis , quemcumque ipfe angulum cum linea AB efficiant ,. 


dummodo maneant parallele, & eifdem linee AB punctis ap: 
plicatz . 


Quod de duabus potentiis, idem de tribus:, de quatuor &c. y. 
immo de infinitis cuicumque corpori, fuperfidiei , aut linem appli- 
catis hac progreffione demonftratur. Namque fint plures petentize 
A; B, D. &c. (Fig. 3.) parallele applicat: cuicumque. maífe in 


Si AM, BN ad 


tio omnino valeret y 


pun- 
HK::EC: CA, HK:BK : tBDGDE: Ero quum EC per con- 
Jtruéct. equet DF 


» per rationem ex cquo perturbatam fet AK: BK :: 
BD:AC, feu :: BN: AM. 
Abfcinde HS-—AE, i» HT-—BF, é» duc SP, T Q paralle- 
las AB, manifeftum ejl, effe: SP-z— EQ; TQ-DF: Ero SP— 
EQ. .P 


rodic HQ iz» R, ur PR-HQ;, é juxe SR, TR. 
Perfpicuum ejt , 


SR. fore equalem , &». pavallelam HT : Ergo HSR'T 
erit parallelorerammum : Iritur duabus potentiig HS, HT, five AE, 
BF «equivalet potentia H R :fed HR —— AC -I- BD. Namque H.P n 
AC, PR—H Q —BD: Evgo. duabus potentiis AE; BF BU 
Valet potentia HR. | que ef) O payallela potentiis AM ,. BN, 
equalis earum. fcmifun 


Une , € dividit A B in ratione reciproca potens 
tiarum eayumdém .. 


Simili methodo produdli, AG; BI, donc concurrant in L, €» 
ducla LK parallela AM, BN 


oflendam punctum K dividere AB in 
ratione véclproca potentiarum AM, BN. Quare punctum K idem erit 
scIHUt, 06 HK; LK in directum jacebunt . Tum. eodem inflituto 
T4tiocinio palam faciam , duabus potentiiy AG, RI «quivalere potea- 
tiam: pavallelag potentiis AM, BN, cqualéem earum Jemifumma , ap- 
plicandam ia puntlo dividente AB in ratione réciproca potentiarunz 


earumdem; Ergo potentia cquivaleus quatuor AE, AG, BF, BI, 
feu duabus AM ; RN 


erit bifee AM, BN parallela ,| «qualis earun, 
Jumma , €& applicanda in puncto K dividente A B. in. ratione veciprogq, 
sarumdem potentiarum . 


Q. E. D. 
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pun&is A, B, D. Jungatur AB, quz dividatur in K in ratione 
xeciproca potentiaum 4A, B: demonflratum eft potentias circa 
pun&tum K zquilibrium ubique facere; & in eodem puncto colle- 
€as intelligi poffe. Intelligantur itaque in puncto K collecte , & 
jungatur K D , quz dividatur in H. in ratione reciproca A -|- B: D: 
patet circa punctum H. potentias effe femper in zquilibrio, & in 
eodem colle&as intelligi poffe. Qus ratiocinatio quum ad quot- 
quot volueris potentias etiam infinitas extendi poffit, palam eft 
potentias parallelas ejufmodi centrum habere, circa quod. non fo- 
lum in zquilibrio maneant, fed etiam in eodem colligi poffint ; 
aut pro ipfis fubftitui una dumtaxat potentia ipfarum aggregato 
equalis. Atque hoc punctum femper idem eit, quacumque ratione 
maíía convertatur, modo potent; maneant parallels, & applicatz 
eifdem maífe punctis in eifdem femper refpec&tive diftrantiis: ut, 
fi meta, & circumvoluta quocumque picto maífa, cujus partes 
eumdem refpe&ive fitum retineant; ipfe femper linee finienti 
perpendiculares exfifterent . 

Hzc ipfa eft hypothefis gravitatis corporum ; quum eorum di- 
xeCiones parallele eífe fupponuntur; in qua hypotbefi fingulis par- 
ticulis corporis zqualibus potentie zequales, parallele ; & perpen- 
diculares horizonti applicantur. Igitur intra quxcumque corpora 
cujufcumque figure punctum invariabile exfiftit, circa quod corpo- 
xa quomodocumque fufpenfa zquilibrata quiefcunt ,  & in quo 
omnium partium gravitas jure optimo intelligitur colle&a: quod 
centrum gravitatis appellatur. 

Poftquam demonftratum eft, potentias parallelas etiam numero 
infinitas przeditas effe centro zquilibrii conftante, reliquum eft , vt 
promiffis fatisfacientes methodos indicemus, quibus a doCtiffimis 
viris centrum idem eft determinatum . Nemo unus non videt, rem 
expertem eife omnis difficultatis, fi potentis fint numero finitz, 
& folummodo negotium faceífere, íi fint numero infinitze; ut fi 
cuilibet puncto linee, aut fuperficiei , aut corporis fua potentia 
applicata fuerit. Duas methodos a Scriptoribus ufurpatas | video; 
prima nfi funt Varignonius in Ac. Reg. 1714.) Hermannus in Pho- 
ronomia, aliique bene multi. Alteram excogitavit & in Ac. Reg. 
1731. expofuit doctiffimus Clairaut vir in rebus geometricis eximius. 

Quod pertinet ad primam. Sint quelibet potentie A, B, D 
&c. applicate cuicumque corpori, que potentie fibi ipfis femper 
parallele remaneant ex. ca. perpendiculares borizonti: ajo fore, ut 
ducf[to quolibet plano ; & «x pun&is A, B; D ad illud demiffis 
perpendicularibus AM; BN, D Q,; item ex H communi gravitatis 

centro 
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centto HO valeat equalitas A. AM -- B. BN -- D. DQ za 
A--B--D.HO. ; 

Accommodetur, &.circumvolvatur corpus fimul cum plano ita; 
ur PoOfentiarum directiones fint eidem normales. Tum jungatur 
AB, inventoque duarum potentiarum A, B equilibrii centro K ; 
normalis plano ducatur K P ; & per punctum K ducatur RKS pa- 
rallla MN ductz in plano. Propter fimilitudinem triangulorum 
RKA, SKB erit KB:KA::BS:AR; fed A: B::KB:KA: 
Ergo A: B:: BS: AR : Igitur A. AR — B. BS: fed A. AR. eft 
exceífus redanguli A. KP fupa A. AM; & B. BS eft exceffus 
recanguli B. BN fupra B. KP: Ergo A. AM : A. KP. eft. ari- 
thmetice fict B. KP: B. BN: Ergo A. AM-j-B. BN — 
A--B.KP. 


Jungatur jam KD, que dividatur in H in ratione reciproca 
-- B:D: demittatur HO normalis plano; & ducatur per pun- 
€um H reda TH V parallela P C) ductz in plano. Propter fimi- 
litudinem triangulorum K HT, D'HV erit HD: HK:: DV: KTs 
fed A--B:D::HD: HK: Igitur A--B: D: :DV:KT:Ergo 
A--B.KT —D.DV; fd A-|-B.K'T eft exceffus rectan- 
gui A--B. KP fupaa A--B. HO, & D.DV eft exceffus re- 
"anguii D. HO fupra D.DQ : Exgo A -- B. KP: A-E- B. 
HO eft arithmetice ut D. HO: D.DQ: Ergo A--B. KP 


-C-D.DOQ-— A--B--D.HO; fed ex prima parte A-- B. 
KP—A.ÀAM-L-B.BN : Igitur A. AM-E-- B. BN -4- D. 


FEUSO 1 S get ; 

DQ-—aA d-«Bu-D. Ho. Qui progreíffus quum ad infinitas 

€tiam potentias extendi poffit confequitur pro illis quoque propo. 
üenem zqoue valere (a). 

Supervacaneum judico, advertere cum potentias ad plagam op- 
pofitam folicitantes tum diftantias cadentes ad alteram plani par- 
tem fore negativas , propterea figno —  eífe afficiendas. Jam vero 
Vecentur fingule potentie — p, earum fumma — Sp» diftantim 
fingularum a plano dato — x, fumma re&tangulorum ex diftantiis , 

petentis — Spzx, diítantia centri gravitatis a plano data 


Rum mcn 


(a) Progreffum fuperioris demonfirationis penitus attendenti palam 
fet, non effe neceffe, ur linee AM; BN (Qt. fint plano MQ per- 
peudiculares , fed fatis effe , ut fint parallela: inter fe. Que animad- 
verfio [epe ad. iwenicadum gravitatis geutrum affer utilitatem . 
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— f£Ccenb femper Sz —'4. SptcBIEoc uv Nr. Q. E. f. 

Methodum doctiffimi Clairaut (Fig. 4) exponens, ut brevior 
fim, paullo alia ratione utar ab ea, quam Auctor fequutus eft. Sint 
potentiz quzlibet parallele applicate linez, vel fuperficiei, vel cor- 
pori; quas per AE B defigno , quarum zquilibrii centrum. fit K 5 
item alis fimiles defignate per EB/e ; quarum centrum zquilibrii 
conftans fit H; omnium autem centrum fit k. Ab hifce autem 
punétis ad quamlibet lineam datam demittantur normales K P kp, 
HO: Perfpicuum eft Kk: Hk:: EBbe: AEB: Scd Pp:QOp:: 
Kk:Hk: Ergo Pp: Op:: EBbe: AEB. 

Jam vero fint ut fupra potentie parallele AE B, quarum quz- 
ritur centrum zquilibrii conftans, applicate cuicumque linez , fu- 
perficiei, aut corpori cujus axis aliquis fit A B. Augeatur hic infi 
nitefimo elemento B5, cui refpondeant potentie EBbe. Illarum 
centrum zquilibrii conitans fit K , iffaaum H; omnium autem fit 
k: quz tria puncta in eadem linea recta conítituta funt. Ab hifce 
punctis demittantur in axem perpendiculares KP, kp, HO. Po- 
tentieg AEB vocentur — $p; potentie EB?e, que nihil aliud 
funt, quam illarum differentia — p; AB — x; AP —u, Pp — 
du. Ex panllo ante dicis conflat fore AEB : EBbe:: OP— Bp 
— BP:Pp, five in fignis analyticis Sp:p::x—u:du: Ergo 
du.Sp-cpx——ux,;fivedu.Sp--up — pz, & integrando v. 
Sp —Spx, five u — eee : quemadmodum etiam per methodum 


primam inventum eít. (a) 

Dum invenitur AP — z; nihil aliud invenitur; quam diftan- 
tia centri zquilibrii K ; quod quaritur, a plano tranfeunte per pun- 
€tum A, cui fit rectus axis AB: fed fi hoc modo inveniatur di- 
ftantia ejufdem centri a tribus planis non parallelis, illud hac ra- 
tione determinabitur. Omitto cafus, in quibus methodus fieri bre- 
vior poteft, neque formulas cuilibet hypothefi applico: hzc enim 
obvia funt, & ubique a Scriptoribus indicata. (b) 

DE 


n——————————— —— — o A — ÁN 
— — 


(a) Ad banc queque demonftrationem conficiendam fufficit , ut KP, 
kp, HO, EB, eb fint inter fe parallele . x . 

(b) Geometras monitor volo, me de potentiis parallelis. loquentem 
eam wuice bypotbefim in difquifitione. fpeétaffe , in qua. potentiae eadem 
femper manent , neque mutantur, mutata earum di ffantia a dato plano: 
quam bypotbefim duntaxat traclayunt feri "rores qui ante me floruerunt 
ad unum omnes. Sed quid verat, quominus cas quoque potentias con- 
zemplemur, que cum diflantia & date plano tenent proportionem ali- 
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DE POTENTIIS CENTRUM 
PGECIDSOE XN T DB UOS. 


A eram potentias ad centrum tendentes confiderandas fufci- 
Fio; neceffe eft, ut folutum exhibeam hujufmodi geometricum 


PROBLEMA. 


In bafi A B dati trianguli AB C ( Fig.8) dato puncto K ; du- 


Cere rectam RKS ad latera terminatam ita, ut RK — SK. 
Accipiatur KM — AK ; & a puncto M agatur MS 

lateri CA, que alterum latus C B fecabit in S. 

ajo hanc a puncto R divifam effe bifariam. 
Demonft. Quoniam AR , MS parallele funt 


nem; triangula R KA, SKM erunt fimilia ; fed latera homologa 
AK; MK ex conitructione qualia funt: 


Igitur triangula R KA; 
SKM non folum fimilia funt, fed etiam &€quala: Érgo KR — 
KS. Q. E. D, (a) 


B 
uou dec m ere re iRr E LE LT MEE UR TL YET ERO 
Vel veciprocam .. Non eft difficile bir quoque for- 
per quas equilibrlà centrum determinetur . 
& , idefl ejus valor in determinata aliqua. diflantia 
ocetur — p, diflantia potentie a plau) — z, fundlio 
cul proportionatur potentia — f z5 diflantia vefigii poten- 
9 quocumque a punclo dato -— x ^ C dijlantia centr) equi- 
: Spx.fz "onlia 
V formula bec valebit u — Sp.fa ' Valor autem. potentie 
cquivalentis applicanda: in centro cquilibrii evit — Sp Sopra 
otentia. abfoluta applicanda. centvo equilibrii , 
É i S p.f ; 
vocata bujus diflantia a plano dato — t, fiat —t ; bec erit poten- 
. - t 
Ua abfolura , Omnia confiant ex illis , quae explicata funt in difquifitione. 
(a) Iz. prima difquifitionis editione (Fig. 5$) bec legebatur. pro- 
blemazi. foluiio. Rarione analytica. utor, € fatlum Juppouno, quod : 
HIHETIEUSS "um duco RG, SE pavallelas AB, 4» concurrentes cum 
CK i punélis Gs. F- coifat RG za SE, (^ KG — KF. Pro- 
prer jmilitudinem triangulorum erit, CF : C K::FS:KB. 
K:CG:: KA:RG—FEs.: 
batam CF:CG:AK;BK: 


parallela 
Ducatur SKR ; 


per conftructio- 


Rem EU INE ir iiis a cR 


quam ul direclam , 
mulas accommo lare , 

Potentia abfolut. 
& plano dato v 
dijiantic , 
tiv iai plan 


Po- 


librii L— 


Quare ut babeatur , 


Item 
Erzo pev vaiionem ex &quo pertur- 


pun dividendo , €&v accipiendo confe- 
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Potentias tendentes ad centrum , quas modo caepi confiderare ; 
pono crefcere, vel decrefcere , ut quzecumque functio diftantiarum 
a centro, quam, ut generaliter exprimam ; defignabo littera f ita» 
ut fAC fiznificet functionem ex diltantia AC, & conftantibus 
utcumque compofitam. Verum adverte ; hanc non eífe unicam ra- 
tionem , ex qua coalefcunt potentie » fed aliam conftantem effe , 
quam ezdem potentiz tenerent pofitz in eifdem a centro virium 
diftantiis. Energiam, qua predite funt potentie pofite in deter- 
minata quadam a centro diftantia, qus pro lubitu accipi poteft , 
indicabo nomine potentiarum abfolutarum. Itaque potentim erunt 
inter fe in ratione compofita potentiarum abíolutarum ; & fun- 
&ionum quarumlibet diftantiarum a centro. Hac defnitione prz- 
miffa . | 
Virgz rigid: applicentur potentiz abfolutz ( Fig. x JA » B, quas 
eifdem litteris defigno ; diftantiz autem a centro QGennt «Wc BC 
Ergo potentiz erunt ut A. f AC: B. f. B C. Supponatur K eife pun- 
€um zquilibrii , ex quo in AC, BC demittantur normales K P , 
KQ ; & ex centro virium C in A B pariter normalis demittatur CO. 
Ut zquibbrium intercedat , neceffe eft fefe habere A. f AC: 
B.fBC::KQ:KP: fed quum fint fimilia triangula KBQ ; CBO 
erit KQ: CO::KB:CB, & propter fimilia triangula AO C, 
APK, CO:;KP:.CA:AK: Ergo KQ: KP inratione KB:CB 

compofita CA : AK 


AC. BC 
punctum zquilibrii K , necetfe eft ut linea AB conjungens pun- 
éta, in quibus applicantur potentiz dividatur in ratione reci- 
A.fAC RB.fBC i 


qu ntium dimilia CF : FK: AK: ET 24v. CS: SB:: 

BK —AK 
AR e 

Jue proportio banc nohis mom inelegantem conftru&lionem. fuppedi- 
tat. Dividatur bifariam KB in P; 6 accommodetur MN — AK, ut 
etiam ipfa a puaclo Pm Difariam fit divifa. Jungatur MC; cui ex 
puicto N. agatur parallela N S - Ex punélo 8 ducatur SKR , bec ipfa 
erit lima, que& queritur. Omitto caufa brevitatis demonftrationem 
fyuibeticam , que ex analyfi defcendit - 

Verum bec folutio im editione fecunda mutata fuit, quia vifa eft 
alteri multum fiuplicitate » atque. elegantia concedere .. 
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Itaque punQtum squilibrii K. refpectu potentiarum conftans 
» atque invariatum , fi invariata, & conftans fit predicta ra- 
. : FAQ. RO 

Uo: quod contingere nequaquam poteft nifi AC —BC* 

Hoc autem in duplici dumtaxat hypothefi locum habet: pri- 
ma quum ubique AC — BC, feu quum partes finit: additz, vel 
detraCte lineis A C ; BC illarum zqualitatem non deftruunt ; quod 
fupponit eas effe infinitas, feu centrum C in&nite diftare; quz hy- 
pothefis cum ea coincidit » que potentiarum directiones ponit pa- 
rallelas. Altera hy pothefis poftuat, ut AC: BC::f AC:fB C: 
quod idem eft, ac dicere, quum potentiz crefcunt in ratione di- 
ftantiarum a centro. In czteris autem hy pothefibus punctum K 
mutat pofitionem in linea A B, prout ejufdem lines pofitio refpe- 

u centri mutatur, 

Advertendum eft, in hypothefi potentiarum crefcentium ut die 
ftanti a centro, punctum K dividere lineam A B in ratione reci- 
proca potentiarum abfolutarum. Quapropter fi hz» easdem potentiz 
abfolutz concipiantur mutare directionem fuam verfus centrum, & 
parallelas directiones accipere, idem centrum zquilibrii habebunt , 
atque hoc conftans, Quare methodi ille ; quibus in hypothefi vi- 
rium parallelauum centrum zquilibrii invenimus , & huic noftra 
hy pothefi poífunt eife adjumento. Quod confectarium etiam ex di- 
cendis lucem accipiet . 

Nunc perpendendum eft » ( Fig. 5) 
lutz intelligi pofünt collecte in puncto zquilibrii K ; vel hoc con- 
ftans fit ; vel fecus ; five, quod idem eft, utrum potentia zquiva- 
lens duabus potentiis abfolutis A; B pofitis in A, B fit zqualis 


eifdem potentiis pofitis in pun&o K.. Per punctum K ducatur ex 
Lemmate linea SKR 


» ut pars SK fit — R K. Producatur CK 
donec K T — CK, ducanturque RP, T S, & efformetur quadrila- 
terum RT SC, quod fine dubio erit parallelogrammum: Nam , 
quum duo triangula RK T | SKC fint fimilia, & equaliaj R T, 
C'S erunt parallele , & zquales. 

Jam vero energim, quibus predito funt potentie: abfolutz 
A, B pofits in punCcüs A; B, erunt inter fefe ut CR :CS. 
Nam CR:CA::RG:AK 
CA:CB £6CA:CB 
- GBrOS:: BK: FS—RG:; Ergo 
: 1h ratione CA: CB - 
compofita BK ; A k *: BK- C A: AK. CB: fed ex fu 


Pra demonftratis BK.CA:AK.CB;:A.fAC:B.fBC: Igi- 
tux 


erit 


utrum omnes potentiz abfo- 


B2 
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tur CR: CS:: A. fAC:B.fBC : five ut potentie, quibus in 
pun&s A, B preditz funt potentie abfolute A, B. Q. E. D. 

Itaque diagonalis C T exprimet potentiam zquipollentem dua- 

bus potentiis abfolutis A; B pofitis in pun&dis A, B. Jam vero 

produ&a R G, donec concurrat cum CBin H,:erit CG: CF— 

TG::GH:FSzRG: Ergo componendo CG:CT::GH:RH:: 
AS.PAC. B:f£ BC 


KB:AB: fed quum fit ex dictis KB:KA:: V EE I erit 
AS : ; 
componendo KB:AB; SA S, AA VURURG :-Exgo CG: 
: A.f^C . Af AC B.fBGC : : : 
CHE o UEPPES scc ded RCOOCGIOACSESS 
Igituu RC : CT in ratione A-fAC | A-fAC , B.fBC 
compofita AC ^^ AC €! BC ; five 
A.KC f&c ! B^K 
: ^ E ER T ECT PCR o 1 e 
R.C:CTS:A.VJAC: xe -r ui 2 


His inventis voco P energiam potentiarum abfolutarum A; B 
pofitarum in K. Perfpicuum eft fore RC: P:: A. fAC : A-I- B. 


. i; A.KC.fAC , B.KC.fBC — —; 
JKC- Igitur CT: P:: — DT oeqemiles URS Wen :A--B.fKC: 


Ergo potentia zquivalens duabus abfolutis A; B pofitis in A; B ad 
A.fAC y N.fBC. 


potentiam earumdem pofitarum in K eft, ut —;,—— de 
A--B fKC 
KC 


Porro hzc non poteft effe ratio zqualitatis, nifi aut AC — BC 
— KC, quod verum eft in hypothefi centri infinite diftantis; aut 
fAC-AC, quod dat hypothefim potentiarum crefcentium ; ut 
diftantie a centro. In ceteris hypothefibus eit femper ratio inz- 
qualitatis. Quare ad gravitatem quod fpectat, fi duas hafce exci- 
pias, in nulla hypothefi fieri poteft, ut jure bono concipiatur col- 
lecta omnium partium gravitas in puncto zquilibrii; potentia enim 
alens gravitatibus corporum A; B pofitorum in A, B non eft 
itati eorumdem corporum pofitorum in K. 
efis autem potentiarum crefcentium , ut diftlantie a 


zequiv 
zjualis grav 
Hy poth 


centro, quando duabus illis ornata eft proprietatibus ; quas demon- 
firavimus convenire potentiis parallelis , fcilicet ut duz potentie 
habeant centrum zquilibrii conttans ; & ut collecte intelligi pof- 
fint in eodem centro zquilibrii, in dubitationem cadere nullo pa- 
Go po:eft, quin adhibita eadem ferie; qua ufi. fumus in potentiis 
pa 
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parallelis demonftrari idem poffit de tribus, quatuor &c. ze de 
infinitis potentiis, Qua de re omnia corpora gravia in hac hypo- 
thefi centrum. gravitatis obtinebunt, ex quo; fi fufpendatur qua- 
cumque ratione corpus, zquilibrium fervabit, & in quo omnium 
partium gravitatem licet colle&tam intelligere. — 

Reliquum eft, ut methodos exhibeamus, quibus in hy pothefi- 
bus virium tendentium ad centrum , inveniri centrum gequilibrii 
Poteft. Duabus methodis in hypothefi virium parallelarum ufi fu- 
"nus. Utraque tentanda eft, & rei, qua de agimus, accommo- 
danda . Demonttravimus nuper, duabus potentiis abfolutis A, B 
(Fig.6) pofitis in A, B five A .f AC -- B. f B C zquivalere po- 

TER DEM Ed 
tentiam KC , BAS -PtBE - Quare fi quzratur M ab- 
foluta K collocanda in puncto K efficiens idipfum , quod efficiunt 
potenti abfolutg A, B pofite in punctis A, B. debebit K.fK C 
?quaré potentiam zquivalentem potentiis A, B pefiüs in A, B: 


«f .f BC Kc 
Ergo K. fKC — kc , ^ AMETE fB 


XC Ec lgitut-K — fKG ' 
Pec 
A.fAC B.fBC 
AC BC 
Addatur 


jam tertia potentia D, & H $t centrum zquili- 
4arum potentiarum K,; D erunt ex prima parte potentiz 

3 K.fKC , D.fDC 
Ki XC D- fDC zquipollentes HC, — 7 Be 


KC DC 
ProK.f£KC, & LOS eorum valores fubftituantur ; & fient 


TES AC 4- *d2€ -- D. fD C zquipollentes H C- 


brii d 


D - . 
——— — "i 1 
AC AC DC atqu! ex prima parte 


aco iet equipollent A. fAC -.B. f B C. Igitur 
COOQEC EB £C aD DC-isgatalent 
——— e EM PINE OW s 
HC.-Mf*c ECC DTDO 
e e 


A BC DC 
" Hic autem Progreffus quum produci poffit in infinitum, con- 
equitu 


r ctiam de infinitis. potentiis propofitzonem valere. Quare fi 
Vocentur potentig abfolute — p, €anum diftantie a centro virium 


— 2 
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— z, diftantia centri squilibrii a centro virium — t, & per fi 
gnum S denotetur fumma ; potentiis omnibus manentibus in loco 


quzque fuo; quas defigno per S p. f7 *quivalet potentia z S L 


? 
que debet intelligi applicata in centro zquilibrii. (a) 


Si formulam aptemus hypothefi ; in qua potentie funt , ut di- 
ftantie a centro, tunc Sp.fz pofitis potentiis in fuis refpective 
locis zquivalet potentia £ S p . Quz formula [fatis indicat illud , 
quod alia ratione deduximus: nimirum omnes potentias abfo!'utas 
fitas in centro zquilibrii idem eicere, ac facerent pofitz in fuo 
queque loco, 

Ceterum neque in hac hy pothefi 
thodum inveniri poteft quantitas 7 , 
libri a centro virium; non enim 


pf 
tS 7 


; neque in ali's per hanc me- 
quz eft diflantia centri zqui- 
inter potentias Sp.fz, & 
datur zqualitas, fed tantum zequipollentia - Quare nifi 


res ad zqualitatem redigatur fieri non poteft, ut equilibrii cen- 


trum reperiatur. Redigi autem polfe ad zqualitatem Lac ratione 
exiftimo, 


Ducatur per centrum C quzlibet linea C M , ad quam ex pun- 
&is A, B, ubi duz potentis applicate funt, demittantur normales 
AM; BN, item KP ex centro equilibrii K. Quoniam eft ex 


i A.fAC  B.fBC 
demonítratis BK.AK; fPA5. fac Item BK: AK :: NP: 


: .A-.f^C  B.fBC A.fAC em 
uu MERC I REA Ergo AGIS M-Po-— 
B.fBC 


.A.fAC à 3 -fAC 
sc -NP: Atqui BAS OMP eft differentia re&tang. - Ls 


Bc » NP eft differentia rectang. 


B.fBC B.fBC M A.fAC SA.fAC 
— —— —sc -NC: Igitur —CAc | MC: —v-. PG 


: : B.fBC pg. B.fBC | 
eft arithmetice ut UIS e sco NO TCENES 


A. fAC 


aliis s at a ta t ta a trm t t e n T M EE Vs, Büeigeree e 


(a) Formula tradita exbibet quidem potentiam equivalentem y 
componitur tum ex potentia abfoluta , tum ex funülioge 
tro virium. Quod fi queras potentiam. ipfam abfo 
eentro. cquilibrii fit ecquipollens veliquis. potentiis 


qua 
difantie a cen- 
lutam , que pofita iu 
in loco queque fug; 


Ki eam voces y babebis jfi Et, Ergo y — £z SIT : 


ES 
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A.fAC 


B.fBcC A.fAC , B.fBC 
C MC. sc .NCzPC,-t—-- Bie. 5 
Addatur tertia potentia D, & comparetur potentia abfoluta 
Z- KQ A.fAG . B.fEC ; 
Kx fKC' Ac ---—gc- cum potentia D, quarum centrum 
zquilibrii fe d. Ducantur HO, D Q normales recte C M : erit 
. K.fKC D.fDC 
eX pri CREE cn —— 
prima parte ccs D eda Dices Cue 
S vy cEQ 
K-fKC ^ p.fpc K. : : . 
Oc. eS s Dc-— & pro UIS ejus valore fubftituto erit 
A.fAC B.fBC D.fDbc A.fAC B.fBC 
cess t aoc EE cQOE p E EC neus 
D.fDC [y - A.fAC B.fBC 
— —. fiv Í eL NE NÉ 
-- pc Ve ex prima parte Ac - MC-r sc -NC-F 
D.fDC A-f^C , B.fBC . D.fDC 
sg CL OC. Too" ETAC LP fDE (C) 

Qui Progreffis quum in infinitum produc 
de omnibus potentiis veram effe propofitionem 
perioribus denominationibus vocentur MC 
normalem cadentem a centro zquilibrii, & 
eR fx 

wu - Qua formula prorfus 


NEST Bis 


1 poffit, confecuitur 
- Quare retentis fu- 
— X, intercepta inter 
centrum virium — zu, 


- Px.fz f z 
——À—— s £4 five y — 


* 
valeret , etiamfi linea affumpta nom tranfiret per centrum C. In 
qualibet enim parallela recte C M zquales partes abícinderentur a 
Perpend'cularibus, ac in CM; immo initium X; & u, modo fit 


GA diim in quolibet puncto aífumi poteit: quod breviter 
adnota:fe ffficior: d t 


Ad methodum Doctiffimi Clairaut quod fpectat, ita noftre hy- 
pothefi accommodari poffe videtur. Si fuerint , ( Fig. 4) quot vo- 
lueris potentiz, que tendant ad centrum C quarum centrum zqui- 
librii lit K ; item aliz quarum centrum zquilibrii H ;; centrum autem 
omnium fit k: qus trio puncta in eadem linea recta fita. fint, ne- 
ceife eft. Ex hifce punctis in lineam pofitione datam AB demit- 
tantur normale, k p » kp, HO. Quoniam ex demonítratis poten- 
ta £quivaléns omnibus potentiis, quarum centrum K , iden pex 
diftan- 


— MM — SU E s 


(a) Ad bauc 4'oque demonjirationem. fufficit , ut retlg AM3 BN» 
KP (s. Jin. parallela iyzey Je "n 


LI 
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diltantiam K C eft ad potentiam zquivalentem omnibus, quarum 
centtum H, divifam per HC, ut Hk : Kk, erit etiam ut 
Q2» Pp. 

Jam vero fint infinite potentie tendentes ad centrum C, qua- 
rum centrum zquilibrii K queritur. Earum aliquis axis fit AB. 


Reprzfentetur ab AE B fumma rectangulorum ?£7 itaq, ut AE B 


z 
e s . Augeatur A B quantitate infinitefima B 5, cui refpondeat 
BbeE,; quod proinde — pf . Hac additione facta , nove etiam 


potentiz adduntur, quarum centrum fit H. Centrum autem omnium 
ex K tranfit in k. Vocetur KC —:, HC —r. Conftat potentiam 

P . - (JT 
zquivalentem omnibus, quarum centrum K — £ S E 


$z . "n 
bus quarum centrum H — x. p : Ergo prima divifa per t ad fe- 


; & omni- 


cundam divifam per r, ut Op: Pp. Vocetur AB— x, AP —u, 


& Pp— du. Itaque erit SE : Eft TEC A rem E1759 NU 
f - fe 
du. $27 y, Hrs c S: Igitur integrando u Se EE gri $ 
S px f 
atque adeo ; — € : quz formula prorfus coincidit cum ea; 
ee 


z 
quam per primam methodum fupra invenimus (a). 


Si utramque methodum fedulo confideres , non duas effe per- 
fpicies, fed unam eamdemque oppofitis rationibus progredientem . 
Utracue enim refert potentias, earumque centra ad lineam pofitio- 
ne datam; fed prima fyntheticam rationem iniens a duabus poten- 
tiis progreditur ad tres, deinde ad quatuor, atque ita ad infinitas: 
fecunda analytica ratione utens fuüpponit centrum ; quod quzritur; 
illudque per methodum infinite parvorum , additis potentiis ref»e- 
€&u reliquarum infinitefimis, promovet: tum ad potentias duas 
zquipollentes tam potentiis datis, quam additis proprietatem aptat , 
qua refpe&tu centri zquilibrii dux potentie preditz funt, Verum 
hzc methodus inutilis fuiffet ; nifi antea per diftantiam centri 
zquilibrii a centro virium fynthetica ratione potentiarum etiam 

infi- 

(a) Hie quoque feruato linearum pavallelifmo nom deficit. demon- 
ftratio . 
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infinitamtum invent 
applicanda. 


Punctum illud, in quo normalis ducta a centro zquilibrii fe- 
cat lineam pofitione datam, appellabo veftigium centri zquilibrii 
in linea pofitione data. Si per veftigium centri zquilibrii ducatur 
planum ; cui linea pofitione data fit perpendicularis ; in hoc plano 
centrum zquilibrii inexfiftit quidem certe. Quoniam autem formu- 
la fatis indicat, in qualibet linea pofitione data inveniri poffe vefti- 
£ium centri zquilibrii ; affumantur tres linez non parallels ; qua- 
Tum omnium pofitio data fit, in quibus omnibus veftigia centri 
*quilibrii determinentur. per hec tria plana ducantur, quibus 
recte affumtze normales fint, punctum tribus planis commune 
idipfum eft centrum mquilibrii , quod queritur. : 

Si formula contrahatur ad hypothefim potentiarum proportio- 
nalium diftantiis a centro, multo fit fimplicior , atque elegantior . 


IRI S f : 
Mutatur enim in hanc 4 v — * à qua, notandum eft, difítantias 


potentiarum a centro omnino abeffe : quod indicio eft, centrum 
&quilibrii effe conftans » quamcumque pofitionem habeant potentia 
abfolutz refpectu centri virium, dummodo eandem fervent pofitio- 
nem inter fefe. Nam finge animo, aut virgas rigidas, aut cor- 
Pus ; cui applicate funt potentiz ; fimul cum linea pofitione data , 
in qua eft veítigium centri equilibrii, quacumque ratione moveri , 
aut accedere , aut recedere a centro virium ; aut circa aliquod pun- 
€um revolvi ; profecto idem refpeQtu potentiarum manebit centri 
zouilibrii veftigium : Ergo etiam centrum zquilibrii: quam pro- 
prietatem alia ratione antea demonftravimus , | 

Advertendum eft €uam, formulas pertinentes ad hypotbefim 
virium parallelarum , & virium crefcentium ut diítantiz a centro 
effe unam , eandemque; ex quo colligitur ; unum elfe, idemque 


centrum zquilibrii in utraque hypothefi ; quam proprietatem fupra 
item demonílratam vidifti . 


Hzc quidem de centro E: 
Íiranda mihi propofui : 
exfiftere hy pothefes ; in 


a fuiffet potentia zquipollens centro zquilibrii 


quilibrii inveftiganda , atque demon- 
€x quibus perfpicuum eft, duas folummodo 


: quibus non mutata potentiarum inter fe pofi- 
tione centrum zquilibrii conftans eft » in eoque omnes potentiz abfo- 


lut? collecta intelligi jure optimo poffunt. In reliquis & centrum 

&cuilibrii mutatur » & potentia omnibus equivalens non eft zqualis 

energi& omnium potentiarum in centro zquilibrii pofitarum. Verum 

rationes indicatz funt, & formule exhibite, per quas & potentia 

*quivalens, & centrum equilibiii in hypothefi quacumque determina- 
C 


Es OPU- 


18 
OPUSCULUM SECUNDUM. 


De Guldini Regula ad. ufum centri gracoitatis pertinente. 
Difquifitio Tbyfico-Matbematica . 


Paullus Guldinus Soc. Jefu Sacerdos , cujus opus de centro 
gravitatis apud mathematicos femper in pretio fuit, libro fc- 
cundo capite octavo regulam proponit & fequentibus capiti- 

bus pluribus exemplis illuftrat, qux deinceps ab ejus inventore re- 

gula Guldini appellata eft. De hac agens Jacobus Hermannus in 
phoronomia pronunciat; fuiffe antea a Pappo Alexandrino diferte 
indicatam. Perlegi Pappum ; neque quidquam inveni; quod ali. 
quam haberet cum regula Guldini fimilitudinem. Ut ut autem res 
íefe habeat ,. quum hujufmodi regula pulcherrima mihi femper vifa 
fuerit , conftitui de ea agere pro dignitate ut plane omnibus pa- 

teat, quam poffit rei geometricz utilitatem afferre . 

Regula a Guldino proponitur hifce verbis : Quantitas rotauda 
in viam rotatienis duca producit peteflatem rotundam uno gradu altio- 
vem poteflate, fiue quantitate rotata . Quandoquidem intelligi fen- 
tentia hzc non poteft, nifi mente retineantur aliquot definitio- 
nes, que non paucis verbis ; claris tamen ab Auctore antea pra- 
miifz funt , iccirco aliis vocibus eandem exponam , quz res geo- 
metricas, & analyticas callentibus obfcure eí(e non poterunt : 
Quantitas rotata multiplicata per viam centri gravitatis zqualis 
elt quantitati ortz ex rotatione. 1 

''ametfi plures regulam hanc attigerint, atque demonftrave- 
xint, inter quos honoris cauffa nominandus efb Jacobus Herman- 
nus; tamen inveni neminem, qui eidem limites conítitueret ; ul- 
tra quos, fi progrederetur ; in paralogifmum. incideret . Non fum 
nefcius ,. Guldinum femper fua xegula ita ufum eife , ut cautiones 
neceifarias ne omitteret. Verum poffet aliquis facili negotio ita 
xegulam hanc accipere ; ut ea abutens in errorem laberetur. Ita- 
que hoc mihi primum propofui in hac difquifitione , ut fuos regu- 
Le Guldini limites conftituam : deinde ejus ufum amplifcabo adhi- 
bita przíertim infnite parvorum theoria; qua ab obitu Guldini 
patefacta eit. 


Ad 
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Ad rem antem ut propius accedam , memoria tenendum eft 
quod poft alios à me demonftratum eft in opufculo fuperiori : 
nimirum fi plures habeantur potentie parallel: , fumma rectan- 
gulerum ;, que funr ex fingulis potentiis in íuas diftantias a 
plano dato, qualis eft rectangulo ex fumma potentiarum in di- 

antiam centri &quilibrii. Quod fi potenti: omnes zquales fint , 
fumma diftantiarum cujufcumque potentis a plano dato erit *qua- 
is diftantie centri *quilibrii toties fumtz, quotus eft numerus 
potentiarum, Quum autem hzc fit hypothefis gravitatis , in^ qua 
vquales materiei partes zqualibus potentiis predite funt, de cen- 
tro gravitatis folet pronunciari , quod ad centrum omnium  poten- 
tiarum parallelarum fpectat . Itaque fumma diftantiarum cujuslibet 
puncti quantitatis a plano dato zqualis eff diftantie centri gravi- 
fatis. fecundum | numerum punctorum multiplicatz , Hoc unice 
advertas velim, diftantias illas tanquam negativas accipiendas ef- 
fe , quz ad alteram partem dati plani pofitz funt. 

His fuppofitis fint plura puncta A , B » D ( Fig. x) eque gra- 
via, qus difpofita fint in eadem AD, in qua. eadem linea pofi- 
tum fit centrum C , circa quod rotanda funt. Horum autem pun- 

9rum centrum gravitatis fit K. Fiat rotatio circa C ;» & corpo- 
rà A, B, D defcribant fimiles arcus A a » Bh, Dd, centrum autem 
£ravitatis K deícribat arcum Kk: ajo, arcus Aa, Bh, Dd fimul 
fumtos *quare arcum Kk toties acceptum , quotus eft punctorum 
Daméerus. taque fi numerus hic vocetur — N erit Aa--Bb 
SEDDde—NGK ki 

Demonfiratio. | Ex fuperiore theoremate eft CA --CB-rFcnp 
EUNGCK: atqui rete CA, CB,CD ; CK funt proportionales 
arcubus A 4, Bb, D4, Kk: Ergo hifce proportionalibus in asqua- 
tione fubftitutis habebimus Aa -d-Bb--D4-—N.Kk. Q. E IX. 

Si aliquod 'ex punctis. ex. ca. D ( Fig.2) jaceret ad alteram 
partem centri rotationis C tum arcus D 4. non addendus , fed de- 
ducendus elfet ab arcubus Aa, Bb, ut vqualitas haberetur cum 
producto N.Kk: quod fufficiat indicavif(e . 

Ex hifce fatis manifeftum eft, regulam Guldini ii punctis 
valere , dummodo omnia pofita fint in eadem linea recta cum cen- 
fro rotationis ;. Verum conditione hac defficiente fi quis regulam 
Guldini ad demonftrandum vocaret ; eadem abuteretur, & in pa- 
ra'ogifmum:. incideret -. Quod hac ratione breviter demonftrabo . 
Sit centrum TOtationis C ,  ( Fig, 3) puncta autem A, B quie non 
hant in eadem linea rectà cum puncto C. Eorum centrum gravi- 
'atis fit K. Jungantur CA, CB, CK. Ducatur i s od epn 

3 (302 K 
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CK linea P Q; in quam cadant perpendiculares AP ; BQ. Ex 
theoremate prxfuppofito AP —- BQ — N. CK: atqui CA —- AP, 
CB-BQ: Ergo CA-- CB» N. C K, fed arcus defcripti a pun- 
&is A, B5 K funt proportionales radiis: CA, CB, CK: Ergo 
arcus defcripti a. punctis A, B majores funt arcu defcripto a K 
multiplicato per N . Q. E. D. ; 

Ut regula Guldini in hoc quoque cafu utilitate non careat » 
methodus hxc adhibenda videtur. Ex centro C ducta qualibet C A ; 
ía&to centro C intervallo C B. deforibatur arcus B I) notans in li- 
nea CA punctum D. Intelligatur pro punéto B fubftitutum pun- 
é&um D , quam fubftitutionem deinceps his ,. aut fimilibus vocibus 
indicabo; projiciatur circulariter pundtum B in D in lineam poti- 
tione datam C À. Punétorum A, D inveniatur centrum gravitatis 
H. Ajo arcus defcriptos a pun&tis A, B zquare arcum defcriptum 
a pun&to H multiplicatum per N. 

Demonfrratio. Intelligatur fieri revolutio circa centrum C, & 
linea CA tranfire in Cz, CB autem in Cb, & puncta A, B , 
D, H defcibere arcus Aa, Bb, Dd, Hb. Quoniam anguli 
BCA, bCa funt unus idemque angulus in diverfa loca translatus ; 
erunt zquales: Igitur ablato communi b CA remanebit B C ) zqua- 
li ACa: Ergo arcus Bb, Dd eodem radio prediti erunt zqua- 
les: Atqui ex demonftratis Aa--DdzN.Hb: Ergo Aa -- Bb 
-1N.Hb. Q. E. D. 

Efto itaque regula hxc pro pun&tis, quz non funt fita in ea- 
dem linea recta cum centro rotationis . Puncta omnia in.Lneam 
pro arbitrio fumtam tranfeuntem per rotationis centrum circulari- 
fer projiciantur: punctorum ; quz oriuntur ex projectione centrum 
gravitatis reperiatur ; & arcus ab hoc defcriptus zmultiplicatus per 
numerum punctorum zquabit fummam arcuum ; qui à fingulis 
punctis defcribuntur,. Ex bac conftructione ; quo pacto inveniendum 
fit punctum H, feu ejus diftantia a puncto C centro rotationis; 
obfcurum eífe non poteft. Nam «x prxfuppofito theoremate CA -- 
CD—N.CH: atqui CD -- CB: Igitur QCCAGIESQUBCITNSORH. 
dtaque qua ratione per diftantias punctorum a recta P Q) determi- 
natur diílantia centri gravitatis CK: ita per diiiantias punéto- 
rum a centro rotationis C determinatur queíita C H : qua cognita 
dato angulo rotationis definitus eft arcus; qui multiplicatus per 
N dat aggregatum eorum arcuum, qui à punctis A, B defcri- 
buntur . 

Hoc unice adnotare oportet, duplici modo poffe punctum B 
projici circulariter in lineam C A; primo mmodo proJicitur ita ; ut 

puncta 
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puncta A; D. jaceant ad eandem partem centri rotationis C ut in 
(Fig. 3); fecundo modo , ut eadem puncta medium teneant cen- 
ttum C ut in (Fig. 4). In primo cafu aggregatum arcuum qui 
deícribuntur a punétis A , B zquale eft arcui defcripto ab H. ducto 
in N; in cafu altero differentia arcuum a punctis A, B defcripto- 
Tum zquabit arcum defcriptum ab H multiplicatum. per N. Qua 
Pfopter fi quzras fummam arcuum; projice puncta ad eandem 
Partém centri rotationis, íi quzras diiferentiam , ad diverías par- 
tes centri rotationis puncta projiciantur . 

Quz dicta funt. pro hypothefi, quod rotatio confiftlat in uno 
eodemque plano, & circa punctum peragatur, transferenda funt 
ad hypotbhefim , quod rotatio peragatur circa axem , & puncta mi- 
nime pofita fint in eodem plano , cui rectus fit axis rotationis. 
Etenim vel puncta omnia jacent in uno eodemque plano tranfeun- 
te per axem rotationis ; & tum regula Ouldini locum habet , quod 
fcilicet fumma arcuum a pun&is fingulis defcriptorum zqualis eft 
arcui defcripto ab eorum centro gravitatis ducto in punctorum 
numerum: Vel puncta omnia fita non funt in eodem plano tran- 
feunte per axem rotationis; & tum concipiendum eft planum  ali- 
quod per axem rotationis tranfiens , atque in hoc projicienda funt 
pun&a ommia circulariter : punctorum , que per hauc projectionem 
notantur in plano , inveniendum centrum gravitatis, cujus via per 
Aumeresm punctorum multiplicata exhibebit arcus fimul fumptos a 
lingulis punctis defcriptos. Quoniam in his valent non minus 
ezdem demonttrationes , quam ezdem animadverfiones ; qux fupra 
fa&z (unt , legentibus faftidio eífet eafdem repetere . 

, 4 pun&kis ad lineas gradus faciendus eft. Sit linea recta BA 
CFig.$) rotanda circa centrum. C, per quod. producta tranfit ; 
€jus centrum gravitatis fit K, quod illam bifariam fecat: ajo zo- 
nam AB ba genitam in rotatione zqualem effe rectangulo ex ea- 
dem linea B A in arcum Kk defcriptum a centro gravitatis K. 


Demonjratio. Ex theoremate prifuppofito fi vocetur C B— a. 


BMc-— x, MN-— dx, arcus Mm ——35-erit Sa--z. de —GUKG 
Sdx: atqui omnibus diftantiis CM —a —-x proportione refpon- 
dent arcus M 


: | Mum , ficuti diftantie C K arcus Kk: Ergo proportiona- 
libus fubftitutis habebimus Sy dx — Kk.Sdz, pofitoque x — BA. 
Sydx—Kk.AB; in eadem autem hypothefi Syr zquat zo- 
nam ABba: Ergo zona ABb a — Kk.AB. Q. E. D. 
Si pun&tum B caderet in centrum rotationis C , zona tranfi- 
xet in fedtorem Circularem ; cujus area propterea zquaret Hee 
um 
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Ium ex radio feCoris in analogum arcum circuli habentis pro ra- 
dio dimidium radii fectoris . 

Si vero punctum B caderet ad partem oppofitam , ( Fig. 6) 
& linea A B divideretur a centro C: tum fector defcriptus a CA 
demto fectore defcripto a C B zqualis effet toti AB multiplicat 
in viam centri gravitatis. Etenim quum pars C B moveatur per 
dire&tionem oppofitam dire&tioni CA, fe&or qui oritur ex C B, 
tanquam negativus habendus eft. Fallitur itaque doctiffimus Gul- 
dinus, qui concipiens a linea C A integram revolutionem confici 
circa punctum C , ait, intelligendam effe compenetrationem cir- 
culi defcripti a recta CB cum zquali parte circuli defcripti a C A, 
ut regule veritas ne deficiat. Quod adeo eft alienum a veritate ; 
ut potius auferendus fit circulus radii BC. a circulo radii CA, ut 
quantitas proveniat zqualis recte BA in circumferentiam circuli 
defcriptam a centro K. 

Hoc quamquam evidens eft per fefe ex dictis; tamen placet 
idipfum duabus animadverfionibus confirmare. Si linea C B — C A, 
punctum K caderet in ipfo. rotationis centro C : Ergo nulla etfet 
via centri gravitatis, atque adeo nullum rectangulum ex BA in 
viam fui centri gravitatis. Igitur quantitas huic zquanda nulla 
fit oportet: atqui femper erit aliqua, nifi fuperficies defcripta a BC 
deducenda fit a fuperficie defcripta a C A: Igitur ad ufum regule 
P. Guldini neceffe eft, non addere, fed demere circularem fuperfi- 
ciem productam a C B ab illa; que oritur a CA. 

Preterea concipiatur linea C A ( Fig. 7) rotanda circa pun- 
€um C, in qua accipiantur zquales partes CB, C.  Dividatur 
BA bifaiam in K; & hA in k , & puncta K, k erunt centra 
gravitatum linearum BA, £A. Quando CB eft dimidium B, & 
BK eít dimidium BA, erit totà C K dimidium totius A, fed 
ejufdem dimidium elt Ak: Ergo CK — Ak; & ablata communi 
Kk remanebit Ck — AK. Quare non minus BA erit dupla 
Ck, quam PB dupla Kk: Ergo erit BA: 5B: : Ck: kK, 
& componendo DAZCDA—-SCOKCOCCUK: 
atqui Ck, CK funt ut arcus in rotatione circa C defcripti a 
pun&is k; K: Igitur BA, 5A funt reciproce ut arcus defcripti 
ab earum centris gravitatis. ltaque figure genite ab iftis lineis 
BA, hA rotandis circa C, que zquandz funt reCtangulis ortis ex 
carundem multiplicatione in vias fui centri gravitatis, zquales fint 
óportet: quod fieri omnino non poteft, nifi fe&or genitus a Cf 
detrahatur a fectore genito a C A. Quare ad veritatem regu!g 
P. Guildini non neceífe eft, confiderare tamquam compenetratog 

Cir- 
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circulos radiotum C A, C, fed potius alterum ab altero deme- 
*e. Quod mihi propofueram demonftrandum . 
Hzc di&a fint de lineis rotandis , que produde , fi opus 
eft , tranfeunt per centrum rotationis. Nam íi rotetur linea circa 
punctum, per quod non tranfit , regula Guldini incautos. in para- 
logifmum poifet deducere. Verum per circularem proje&ionem 
Tes non difficulter abfolvetur eo ferme pacto, quo in punctis antea 
a-tum eft. Itaque linea quzlibet B À rotetur circa punctum C , 
CFig.) per quod produ&a non tranfit, & in rotatione feratur 
ad fitum ba ita, ut genita fit fuperfcies 1 B A a4 claufa a duobus 
arcubus circularibus B5, A a » quorum radii CB, CA ,. & a dua- 
bus rectis AB, a5. Ut hzc fuperficies determinetur, ducatur quz- 
libet CA, & fa&o centro in C intervallo CB defícribatur arcus 
BD, ut linea BA circulariter projidatur in DA. Linee hujus 
À orte ex proje&ione inveniatur centrum gravitatis K , quod 
fam dividit bifariam. Intelligatur linea DA rotari fimul cum 
cira centrum C. Dum linea BA pervenit in bz, recta DA 
fertur in dz, & ejus centrum gravitatis K defcribit arcum circu- 
larem K k. Ajo itaque fpatium BA zb per rotationem genitum a 
ra BA — DA. Kk. 

Demonujtratio . Triangulum mixtilineum BDA eft prorfus 
*quale triangulo bd , quia, fi arcus bd fuperponatur arcui BD, 
perfecte congruit: Érgo addito communi fpatio Da A fiet fpatium 
B^a A zquale Dda A: atqui hoc, quum gignatur ex rotatione li- 
né DA tranfeuntis, per rotationis centrum C , eft zquale D A. 
K Ergo etiam Bj 2 A zquat rectangulum D A. K k. Q. E... 

In circulari projectione facienda curatio habenda eft ; ( Fig. 9) 
ne in errorem labamur. Etenim fepe in uno eodemque loco dus 
linez tanquam compenetrate confiderandz (funt. Quando autem 
)(€ contingat videamus. Sit linea A B rotanda circa punctum C, 
€x quo puncto C demittatur in illam perpendicularis CE ; quo in- 
tervallo defcribatur circulus EF e. Ducta linea CA ; in hanc prius 
projiciatur reta AE, & habebimus lineam AF. Tum facto cen- 
tro in C intervallo C B defcribatur arus BI), & linea BE circu- 
lariter projiciatur in F D, Manifeftum eit, rectam FD nafci ex 
circulari proje&ione tam linez AE, quam linee BE: quare in 
loo FD dus line tanquam compenetratz intelligendz funt ; 
atque in hac bypothefi linearum , quie oriuntur ex projectione ; 
centrum gravitatis eft inveniendum . 

. Verum hoc fedulo inquirendum videtur; quodnam fpatium 
OHatur €x rotatione lines AB. Tranfeat linea rotans AB in fi- 


tum 
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tum ab defícribentibus punétis A, E, B arcus fimiles A2, Ee; 
Bp. Pars A E defcribet fpatium AEea interceptum inter arcus fi- 
miles Aa, Ee, & inter rectas zquales A E; 2e: pars autem BE 
defcribit fpatium B E«cb interceptum inter arcus fimiles Bb, Ee, 
& inter rectas zquales B E; 5 e: qux duo fpatia habent communem 
partem EO be claufam a duabus rectis aequalibus EO, eb, & a 
duobus arcubus O j ; Ee. Quare in €o loco duplex fpatium com- 
penetratum debet intelligi, ut fpatium genitum a linea B A zqua- 
ie fit re&angulo ex AF -- FD in viam centri gravitatis barum 
linearum . 

Arcus Bb protrahatur , donec fecet ab in o: manifeftum eft 
fegmentuni BEO — fegmento he o: Ergo addito communi fpatio 
EObe fet zona BEeb — EO oe: fed prima defcribitur a BE, 
fecunda ab O E: Ergo zonz quz defcribuntur a lineis zqualibus 
EO,;EB quz fitz funt ad diverfas perpendicularis partes , zquales 
inveniuntur. Quare fi feparatim invenias zonas primum defcriptas 
ab AE, deinde ab OE, habebis integram zonam defcriptam ab 
AB. Hzc autem animadverfio fepe erit utilitati. 

Juvabit etiam non raro uti projedione ad alteram partem 
puncti C. Sit projicienda circulariter recta AB, ( Fig.10.) ut 
zona ab ea rotando defcripta determinari poffit. Addatur rect 
AB linea quevis BE. Facto centro in C intervallo C E defcriba- 
tur femicirculus F EH , atque hac ratione linea E A erit circulari- 
ter projecta in AF. Tum facto centro in C intervallo C B defcri- 
batur arcus BD, atque hoc modo adjecta linea BE circulariter 
Qrojicitir in ID)» H ad alteram partem centri rotationis C, Dua- 
xum linearum [fit centrum gravitatis K: ajo, zonam defcriptam 
a BA fore zqualem re&tangulo ex AF -J- HD in viam K. Nam 
zona defcripta a BA eft zqualis zonz defcripte ab AE dempta 
zona defcripta a BE : fed prima zquat zonam deícriptam a F A, 
alterà zonam defcriptam a D H : Ergo zona defcripta a B A eft 
zqualis differentie zonarum ; qui defcribuntür a lineis FA, DH: 
fed hzc equat AF -- H D in viam K: Ergo zona defcripta a BA 
eft 2qualis AF -]- HD in viam centri K. Q. E. D. 

Quz dicta funt,de lineis rectis, valent etiam de curvis. Ete- 
nim [i linea BA curva effet, eedem omnino demonftrationes ; 
atque animadverfiones locum haberent . 

Paucis de ufu regule dicam amplificato per theoriam infinite 
parvorum. Res enim quum fit per fefe facilis fatis illuftrabitur 
exemplo earum curvárum , quie pér modum conchoidis nicomedez 
generantur. Sir qualibet cura AE, (Fig.1ir) & extra illam 

pofi- 
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pofitus polus C, per quem tranfeat linea CDB, quz fecat des 
datam in A, & habeat partes AB, AI) zquales. Ita hzc linea 
moveatur; ut punctum A femper permaneat in data curva AE, 
& ipfa femper tranfeat per polum C. A pun&dis B, D defcriben- 
tur cuve BF f , D Ge. Fingamus eam perveniffe in fitum CGF : 
promoveatur in fitum infinite proximum C g f , & centro C de- 
fcribantur arcus E. ; En, Go, 
Vocentur C D — 5, DA-—AB-—GE-EF-a,CE-—y, 
E" —dx. Notum eft fpatium F fg G. adzquare zonam circularem 
FroG: que cum &ignatur ex rotatione linee F G circa centrum 
C, cujus centrum gravitatis eft E defcribens arcum Ez, erit — 
14dx: Ergo fpatium FfgG — aadx. : 
Dividatur EF bifariam in P, & centro C defcribatur arcus 
a 
—4x 
P»; qui cum lit:dx:iiy p iiy erit — dx bns Ergo zo- 


Xd. 


na Fm"E , adeoque etiam fpatium F feE — a4 x |. -* rt 
Similiter divifa GE in Q , defcriptoque arcu Q 4 invenietus 
2 


c X 


fpatium EegG — a4, 2 


J à : 
Quapropter differentia fpatiorum Ff e E, Ee £ G erit — 
LI 


en Quum autem ex zquatione curye AE detur dx per y, 
J 


d y, conftat omnia quzfita fpatia invenire poffe. 

Ponamus AE effe lineam redam, & a puncto B gigni con- 
Choidem nicomedeam fuperiorem ; a puncto D inferiorem. Vocetur 
AE-—r:: Ergo CE — y —Vi7 a, S EeCTTt. Ex fimili- 


tudine triangulorum Ee, Ce, five CEA erit En: Ee :: CA. 
five analytice dx:dt::a-I-b; 


CE 


d- 5.45 A993 : 
mcm Ergo dx — —2*755:4*. - ltaque fuübftitutis hifce 
abb -Lg, a-- p? rng 

valoribus habebimus fpatium F f£ G — aadx — 25: * 5.4: eus 
ab s 


«--25*4, : 
4 1 e : tinet ad quadraturam hyperbolz. 
eU LLL Uc quod pertinet ad q yp 


PR ^t: 
D Cen- 
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Centro A ; & femiaxe C A defcribatur hyperbola squilatera 
CR, cui ex puncto E ordinetur ER , ducaturque AR : notum eft 


fectorem AC. — EPI aps Ergo fpatium BFGD ad 
2 LTpR 4-9 
fectorem AC R. erit ut 44:4 —- b. Q. E. I. 
Differentia inter duo fpatia Ff eE, EegQG inventa eft — 
"2dx 2 


. reet à : vactsbedf — — 
—; Ergo fubílitutis valoribus erit — .*—* ^*^^ — .-* 
J o —— 4 a--b 
4 -- b Tg 
a&d-5 de 2-55 2 : ^ 
z——— —-.. Quum autem fit arcus circularis ; 
ab od-gr pun : 


&-t b cs 

cujus radius C A — a -L- b, tangens A E — £ , conftat tertiam pro- 
portionalem pott CA, D A multiplicata per arcum, cujus radius 
CA, & tangens AE exhibere differentiam fpatioram BF EA, 
AEG D. Qgum autem horum fpatiorum fumma detur ex hy- 
psrbole quadratura ,. differentia ex quadratura circuli , apparet ; quod- 
libet ex illis fpatiis tum a circuli, tum ab hyperbole quadratura 
pendere. Sed de his fatis. 

Confideravimus adliuc , omnia puncta linez rotate jacere in uno 
eodemque plano, cui axis rotationis normalis fit. Nunc ad eos ca- 
fus progrediamur, in quibus pars aliqua figurz extra predictum pla- 
num pofita eft. Ac primo fupponamus, figuram genitricem jacere 
in uno eodemque plano traufeunte per axem rotationis: ajo, higu- 
ram genitricem multiplicatam per viam centri gravitatis exhibere 
productum zquale figure genite. Figura rotata vel eft linea ge 
nerans fuperficiem , vel eft fuperfcies generans folidum. Utrumque 
cafum breviter demonfítremus . 

Quoad primum: axis rotationis fit CD P, ( Fig. 12) per 
quem tranfeat planum, in quo pofita fit linea A B vel recta, vel 
curva, cujus centrum gravitatis fit K. Ex hoc ducatur in axem 
perpendicularis K D. Ex quolibet puncto M ducatur pariter axi 
nornalis MP, & fumatur infinite parva MN .MP fat — x, 
MN -— ds. Ex theoremate prefuppofito erit Sx4ds — KD.S4s: 
atqui facta rotatione circa axem CP , arcus defcripti ab M , qui 
dicantur — y, &t arcus defcriptus a K ; qui dicatur — k funt pro- 
portionales diftantiis MP, K D. Exgo proportionalibus fubftitutis 
ert Syds——kSds—k.AB facta s— AB: atqui in hac hypo- 
theíi Sy d; eft zqualis fuperficiei genite ab AB: Ergo hec fuper- 
ficies eft zqualis linee AB dude in arcum defcriptum ab ejus 
centro gravitaüs K. Q. E. D. Sit 
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Sit nunc fuperfictes ea, quz rotatur, fipura, qut intelligatur 
( Fig. 13) divifa in fua elementa R SV per lineas parallelas axi 
rotationis CI), Diftantia elementi R V ab axe vocetur — z, ele- 
menfum — d;. Sit autem K centrum gravitatis figure rotate, & 
K D diftantia. Erit ex theoremate prefuppofito S x d ; — KD.S4; 
fed x, & K D funt proportionales arcubus fimul defcriptis, qui di- 
k: Ergo proportionalibus fubftitutis fiet S y d —kS d n 
—RVZ.k: fed in. hac hypotefi Sy d» eft folidum genitum in 
Yotatione: Ergo fuperficies rotata in viam eentri gravitatis eít 
qualis folido orto ex rotatione. Q. E. D. 


Si pars figurz rotatz jaceat 


cantur y, 


ad partem alteram axis rotationis, 
que figura ab hac gignitur, detrahenda eft a reliqua, ut veritas a 


Guldini regula ne difcedat : quemadmodum fupra notatum eft. 
Quod fi figura Benitrix rotanda non jaceat in uno eodemque 
plano tranfeu: Guldini regula cum veri- 
Projicienda eít primum  circulariter hgura genitrix 
in planum tranfi tum fgurz ex circulari 


hec figura orta 
tiplicanda ; & habebimus 


tatione. Hujufce propofitionis omittitur demonftratio, quia fimilis 


eft illi, qua fupra ufi fuimus. Quz autem fupra facte funt ani- 
madverfiones , eedem huc transferendz funt. 


in quo explicando non tam brevita- 
tis; quam diligentiz ratio mihi habenda eft. 


- Regula vero hzc fatis 
em diftantia centri gravitatis 


zqualem femper oriri quantitatem 
ftituatur , dummodo maneat in 
Quod fi figura rotans hab 
Qu* a linea recta feparantur , 
1neaà pofitum eft, Si hec ead 
ifuatur; non e(t neceffe c 
cumque pofitum fit, ej 
In hac tamen met 
ponitur: quare aut ipfa 
plicioreg aliunde jam 


quia ubi- 

eadem. 

a effe fup- 

portet ; aut ad fim- 

redacta. Quod fi hoc. faciendum effet, & 
Da 


cen. 
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centrum grávitatis inveniendum , operationes iterande moleftia non 
mediocri analyftas afficerent. Quare fatius erit in hoc cafu figuram 
rotandam in fua elementa dividere ;, & quodlibet ex elementis in 
viam ejus centri gravitatis multiplicare; tum per methodum  inte- 
gralium fummatoriam accipere, & fgure genite quantitatem in- 
veniemus. 

Si fermo fit de lineis rotantibus, alia methodus preter hanc 
non videtur fuppetere. Dividatur A B (Fig.12) rotanda in (ua elementa 
MN. Ducantur MP, NQ normales axi rotationis. Voceturr : € 


H *- "1 € 
ratio radii ad circumferentum ; tum fiat r: c:: MP: 7. MP, 
que multiplicetus per MN — ds, & habebitur elementum fuper- 
DN . [4 - H 
ficiei genitz —.MP.d;. Quum autem detur ex curve zquatio- 


ne ds per MP, poterit integrando cognofci genita fuperficies . 

Si vero fermo fit de fuperficiebus ; multis modis poterunt ha 
intelligi divife in fua elementa. Si fuperficies rotanda axem ha- 
beat parallelum axi rotationis, utile erit eam dividere in elementa 
per lineas eidem perpendiculares. 1ta quum fuperficies rotanda 
ABD (Fig.x4) habeat AD parallelum axi rotationis E C , divi- 
datur in fua elementa per RM, NS quz product fecent rotatio- 
nis axem C E normaliter . Vocetur EA — 5; AR — x; RMc—y. 
Centrum gravitatis elementi RN fit K , cujus diflantia ab axe 


Xotationis EC erit — b -l- r1 » Igitur elementum folidi geniti — 
d » 

- b - A3 d. 

Quod fi fuperficies clauderetur non a B D parallela ordinatis, fed vel 
a BG, velaBF : tum ad habendum folidum genitum a S E .b--2. 

z 

y dx fato x — AD vel detrahendum effet folidum genitum a 
triangulo BDDG, vel addendum quod gignitur a triangulo BDF. 


Praítabit aliquando dividere fuperficiem in elementa per lineas 
parallelas axi rotationis, ut in ( Fig. 1x5 ) : quo in cafu vocata 
BE-—bP,BS-—z,SN-—)y: centrum K diítabit ab axe rotationis- 

P - e * € € 1 
diftantia — ) — x: ergo elementum folidi geniti erit — —.b—x. 


pii 


ydx. Ala artif£cia pro circumttantiarum diverfitate adhiberi pote- 
runt, quz quando non ignota funt analyfüs, corum induíiriz re- 
Knuquenda cenfeo. 
Unum dumtaxat pretereundum non videtur ; ( Fig. 16 ) nimi- 
sum quum íolidum quaeritur, quod gignitur a fuperbcie cuna; 
qua 
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quz clauditut a tangentibus curvam. Sit curva quelibet A M B re- 
lata ad lineam C S, in quam definunt tangentes a fingulis curva 
pun&is difcedentes, ut MR, quzritur folidum quod gignitur a 
fuperficie; quz clauditur ab AC, CR ; parte curve , & ejus tan- 
£ente. Ducantur infinite proxims dua tangentes MR, NS, & 
in pun&o O, in quo fe fecant ; facto centro intervallo O R. defcriba- 
tur arcus R T, elementum fuperficiei erit fector O R T , cujus cen- 
a gravitatis K diflabit ab O per duas tertias partes ra- 
i OR. 

Ex puncto dato quolibet C ducantur CF, C G parallele ,  & 
quales redis MR, NS, & jungatur F G: manifeftum eft fe- 
&orem FCG — ORT, & pariter ejus centrum gravitatis difta- 
re a puncto C per duas tertias partes CF : Ergo ductis KP, HQ 
normalibus eidem CS erit H QU KP::2:1. 

His pofitis quum folidum genitum ab OR T fit — ORT du- 

um in circumferentiam radii KP , & folidum genitum a CFG 
fite CEG inscircumfereritiam radii H Q erit primum folidum 
ad alterum ut x : 2 : quz ratio quum fit conilans valebit etiam in 
fummatoriis finitis. 

Sit primum A MB tra&toria , cojus tangens M R femper eft 
conftans, Prima tangens fit AC. Manifeftum eft, figuram in 
quam definunt parallele , & zquales tangentibus traCtorie fore 
Circuli circumferentiam AG: Igitur folidum genitum a fpatio 
ACRM rotante circa C R erit ad folidum genitum a fectore 
A C G rotante circa CE erit : : x : 2. Quapropter folidum in- 
nite longum productum a tractoria &yrante circa fuum affympto- 
in erit dimidium hemifphzrii habentis pro radio tangentem tra- 

Orig. 

Sit deinde A M ( Fig. x7) logiftica , cujus proprietas eft, ut 
ubtangens fit conftans. Manifeftum eft, quod facta CE 2quali 
fubtangenti logifice , & excitata normali EA ; CF, CA paralle- 
le tangentibus RM, CA eifdem zquales erunt: Ergo folidum 
£enitum a3 fuperficie ACRM eft dimidium folidi geniti a fuperfi- 
€* CFA rotatione fa&a cirea EC R : Exgo folidum infnite lon- 
Eum terminatum ad AC erit dimidium coni, cujus altitudo cft 
CEC- fübtangenti logifice, & cujus latus CA — tangenti CA, 

.. FUwC ad illuftrandam regulam Ouldini fufficiant , que tametfi 
dificiüa non fint » habent tamen non exiguam utilitatem. 


DE 
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JDe multiplici logarithmorum fpfiemate . 
Difquifitio Mathematica . 


logarithmis cum vulgaribus, tum hyperbolicis; neque fatis 

adhuc illis, qui geometriz fublimiori difcende vacant , in- 
ter utrumque genus difcrimen diftinctum effe videtur: iccirco gra- 
tum me omnibus facturum eife con£do , fi rem hanc totam clare , 
ac diftincte ex fuis principiis deducam ,  & fontes, ex quibus di- 
verfitas oritur, patefaciam. Quod ubi przftitero , nemini uni dif- 
fcile erit, utrumque genus ; prout res pofcet ; in ufum fine para- 
logifmo vocare." Quamquam ex comparatione inter feries geomee 
tricas, &  arithmeticas primum detecti fint logarithmi; tamen 
quum de hyperbo!e quadratura mihi íint omnino verba facienda, 
commodiffimum mihi vifum eít, ex eadem quadratura theoriam 
omnem derivare. 

Si inter afsymptotos CH , CN ( Fig. 1 ) ad angulum rectum 
concurrentes, pofita fit hyperbola HB S, & in CN accipiantur 
unee quatuor CI, CL, CM, CN geometrice proportionales ita ; ut 
fit CI: CL:: CM:CN : ajo, du&is ordinais IP, LO; MR; 
NS, fpatia PILQ,;, RMNS fore zqualia . 

Quamquam hoc notiffiimum eft, tamen breviter demonftro. 
Sume elementa infinitéfima 1i, M s, quz fint inter fe ; ut CI: 
CM, & ducantur ordinate 2p; mr. Quoniam ex confkructione 
1i:Mm:: CI: CM, & ex natura hyperbole CI: CM eft in 
ratione xeciproca IP: MR, erit 12: Ms 1n ratione reciproca 
1P:MR: Ergo recangula Pi, R reciprocantia latera erunt 
zqualia. Si fumantur denuo duo nova elementa, que fint ut 
CI:CM, five ut Ci: Cm, eadem ratione re&tangula provenient 
zqualia: Ergo progreffu hoc. in infinitum produ&o palam fet; 
omnia rectangula exhaurientia fpatium P L zqualia effe omnibus 
rectangulis exhaurientibus fpatium RN: Ergo fpatia hxc hyperbo- 
lica PL, RN erunt zqualia. Q. E. D. 

Ex quocunque puncto D ducatur ordinata D E. Quoniam dif- 
ferentia inter fpatia EDIP, EDL(Q eadem ett ac ditferentia in- 
ter fpatia EDMR , EDNS , apparet inter bxc quatuor fpatia in- 

ter- 


Q) se non raro a Scriptoribus mathematicis mentio fit de 
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tercedere proportionem arithmeticam. Itaque dum abfciffe fumpte 
in afsymptoto CN, & incipientes a centro c funt in ratione 
geometrica, fpatia hy perbolica incipientia a qualibet D E ; & eifdem 
abfciffis refpondentia tenent rationem arithmeticam. Igitur f A 
cipiantur in aísymptoto linez conftituentes feriem geometricam ; 
fpatia hy perbolica conftituent feriem arithmeticam. ; 

ifce qui notiffima funt , breviter attactis , defcribatur jam 
nova cura HD Y ejus conditionis , ut rectangulum ex data qua- 
libet, quam vocabo — b, & ex ordinata T I perpetuo zquet fpa- 
tium hyperbolicum E DIP. Quoniam hujufce curvg ordinate eam 
fervant rationem , quam fpatia hyperbolica , conftat, eas effe in 
ratione arithmetica, quoties abíciil; funt in ratione geometrica ; 
& etformare feriem arithmeticam , quoties per abfciifas efformatur 
feries geometrica. Quamobrem abíciffas CI, CL numeros ap- 
pellant, ordinatas autem I T, LV eorundem numerorum logarith- 
mos, & curvam HD Y logifticam, feu logarithmicam. Ut autem 
notis expeditis utamur, ad indicandum logarithmum numeri cujuf- 
dam CI, íive rectam Il T fcribemus 1C I; ita ut littera / linee 
preíxa ejus linex defignet logarithmum . 

Ex íola infpectione figure apparet, /ICD — o. Numerus 
autem C1) ex arbitratu. determinari potdt.  Logarithmus autem 
numer fuberantis C D) erit affirmativus ; negativus autem erit lo- 
garithmus numeri minoris quam CD. Ex quibus propofitio con- 
verfa ftatim colligitur: nimirum logarithmus — o habet numerum 
— CD , logarithmus aifirmativus habet numerum majorem quam 
C D ; negativus autem minorem quam CD. Quemadmodum con- 
fideravi tanquam pofitivos logarithmos pofitos fub linea CN , ne- 
Bativos ; qui fupra CN fiti funt; ita hos potuiffem confiderare ut 
aihirmativos , illos ut negativos. Qua in hypothefi numeri mino- 
15$ quam CI) baberent pofitivos logarithmos , majores haberent 
logatrithmos negativos. Hoc autem animadvertiffe juvabit, ubi 
logarithmorum fyftema indicabimus, quo ufus eft Joannes Neperus 
doctiffimus hujufce methodi inventor. 

Arbitraria eft , ut fupra diximus, determinatio numeri CD 
habentis logarithmum —o . Verum fa&a hac determinatione non- 
dum logarithmica H D Y determinata eft: fed preterea determinan- 
da eft conflang — b; que per logarithmos multiplicata exhibet 
fpatia hyperbolica aut alia quelibet conftans; per quam ipfa b 
determinata remanear; ut fi quis determinaret numerum, cujus 
logarithmus aut effet squalis CD, aut ad CD datam haberet 
Proportionem . Hoc autem filentio pretereundum non erat; quia 

€x 
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ex determinatione unius potius , quam alterius conftantis oriuntuf 
diverfa logarithmorum fyftemata. Sed antequam de hoc dicimus; 
propofitiones funt aliquot premittendz. 

Propofitio prima. Si fuerint quatuor numeri geometrice pro. 
portionales logarithmi mediorum zquabunt logarithmos extremorum . 

Conftat hzc propofitio ex fupradi&tis. Nam numeri geome- 
trice proportionales habent logarithmos proportionales arithmetice : 
atqui notum eft, quatuor quantitates arithmetice proportionales ita 
eíle affe&tas , ut extremarum fumma fummam zquet mediarum : Er- 
go fi numeri fint geometrice proportionales eorum logarithmi habe- 
bunt fummam extremorum zqualem fummz mediorum . Q. E. D. 


Corollarium primum. Hinc conftat fore ! z —Ib-r-lk 


bk 
— lf. Nam ^y eít quarta geometrice proportionalis poft f, 5; k: 
Ergo ejus logarithmus additus /f — 1b - Ik: Igitur 1t 
—1b-lk—1f. 
a 
Corollarium alterum . Si quantitas b —» k, haberetur v 


-2lb-—lf. Sik s erit p Ll glbo— 21f. Immo 
f 


: X CL P 
generatim per hanc methodum inveniemus / — - p 
jh : 
en— ) -- ALS lf - , ? 


Corollarium tertium . Si fit f — C D erit 1f — o: Ergo! "nm 
— plb. Multa alia deduci poffunt, quz lectoris induftrim relin- 
quuntur . 

Propofitio fecunda. JEquationem logarithmics exhibere . 

Ex hy perbolz vert:ce principali demittatur B A normalis afsym- 
ptoto CN, & fiat BA — CA —2a, CD —f. Sumatur CL 
— mf 5 m eft numerus conftans determinandus prouf ufus veniet. 
Numeri autem CL logarithmus eft L V, quem vocabimus — e; 
ita ut lit g — 1mf. Duca vero VZ parallela CM fat LM 
Lz VZLII,MR-—y,ZX -z:quarmf--z erunt nume- 
Yi; g - z logarithmi. 

ài 
4 


mf--x 


Ex zquatione hyperbolz erit — y: Ergo facta multi- 


a?*4xy 


plicatione per dx fiet WP 


— da. Quum autem fpatium hy- 
per 
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perbolicum EDMR. — 5. MX — b. £--z, elementum ejuf- 


2 
dem fpatii nempe y dx debebit zquare bdz: Igitur s X bd. 
Ex hac *quatione differentiali determinare oportet proportionem ; 
qui intercedit inter numeros mf --x, & logarithmos g -1- z. i 
Corollarium . Quanquam non eft animus indicare logarithmicz 
Proprietates , qua ab aliis patefaCtze funt; tamen hoc omnino ne- 
Ceffarium eft animadvertere , fubtangentem logiítice acceptam in 


2 
alfymptoto CH fore — 5— 5 quod cuique proclive eft demonftratu. 


i — 
Nam zx — t3 T 2*5 fed hzc eft expreffio fubtangentis fum- 


tz in aífymptoto: Ergo ec. Quare vocata fubtangente — c, quod 
femper deinceps faciemus , zquatio logarithmicz erit n Edd 

Hinc deducere licet, per quamlibet logarithm/cam , feu per 
logarithmicam cujufeumque fubtangentis quadrari poife quamlibet 
hyperbolam. Etenim fi oporteat quadrare hy perbolam :quilateram ; 
cujus. potentia fit — a, inveniatur tertia proportionalis poft c, a, 


qua3 vocetur — b, ita ut fit b — -, fpatium hyperbolicum erit 


«quale b. £ -1- z addita; vel demta conftante , prout opus fuerit. 
Quod fi hyperbola noa fuerit vquilatera, neque angulus aifympto- 
torum rectus, tuuc fpatium hyperbolicum zquabit non rectangu- 
lum 5. g —-z, fed paralle'ogzrammum , cujus latus unum fit 5, 
alterum autem g-|- z, que duo latera angulum etficiant zqualem 
angulo aífymptotorum. 
Propofitio tertia. L)ato numero invenire per feriem logarith- 
mum; hoc eft in noftris fymbolis dato mf —- x, invenire gor. 
Fit g-l-z — A-I-Bx -- Cx* -E D$) -L Ex* 4L F3) ec. Ergo 
» 3 4 
differentiis acceptis dz — cet —Bdx-L-2Cxzdxz-L 3Dx dx 
x 
-- 4Ex dx --3Fax* dz ec, Facta 
«f -- x, & divifione per dx, fet 


c—nfB--amfCx-LamfDz -L-4mfEx --smfFa* ec 
Br -L 2Cx -7 3D -p 4E3x* e. 


itaque multiplicatione per 


Qus zquatio quum debeat effe identica ; fet B— "TE (CI AMPLE TR 
. € 3 C e am f* 
D-— 3:3 ELÍÉ—L,;,pI-——— Itaque erit g -4- z 
3m) f 4m* f^ $» f) 
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E] EL] 4 $ 
ex ( €x ex 
m TI-— : Uc - ec. Ut 
2»? f? 35) f? — an? f^ y» f$ 
valor conftantis A determinetur adverti debet ; quod fi x — o, etiam 
z — 0: Ergo A -- g. Quum autem fit A — g — Imf, & 


g--z-— Imf--x erit 1mf --x —Imf 


2 3 4 
-Le.-— z -p————— Q.E.I 


mf .,.* 3 ,353f? 4m^ f^ 
Corollarium . Si x fumatur negativa, ita ut logarithmus 
queratur quantitatis z f — x, erit 1 mf — x — Imf 
E E] 4 
— X x x La 
che wPUCIDIRPSEL ERAT D «gait 
iam"f am? f am^ f 


Ut ufus harum ferierum palam fiat, fupponamus primum ;p 
—1, ita ut puncta L; V coincidant cum puncto D. Tum /f —o: 


2 3 4 $ 
t x x x x 
Ergo habebimus !f -- x — e.g — —r A —- I TE 
2f 3f? 4f^ 3 
Quz feries erit convergens ; donec x—f: fi enim x, vel tantil- 
lum fuperet f, tum poft aliquot terminos fpecie convergentes fe- 
F E PES 3 : : 
quuntur termini divergentes. Quare feries utilis erit ad invenien- 


dos logarithmos numerorum ab f ufque ad 2f. Inveniemus autem 


jc Sede rac er Cope 
l2f — c.13—&à--i—432-5—5$ t€ 
Hifce inventis ponamus m — 2» & erit 12f -- x —I2f 
: E p x* : 
-pesm o IIS Cow — ——-— ec. Qua feries con- 
at .af* i.jf? i$. f^ 


vergens erit, donec x — 2f; quo in cafu habebimus 714f — laf 
--c.r:— m -—À— Bve bay abad c. 
x Ti-cpI—3i-ET ec. Quapropter per feriem inveniemus lo- 
garithmos omnium numerorum a 2f ufque ad 4f. 

Ponamus m — 4f, & erit 14 f -- x — bl4f 


a z x* . 
--c. 2f — ERR : EN T eu 6c — Series auteni 
; 2.4 f 3543762 4: 4* f 
erit convergens ; donec x — 4f, quo in cafu erit 8f — 14f -i- e. 


LL 


X — 
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rM RE 
1 X rIÉ 

1—2--5$ — 54 ec. five 18 —3l2/ — 3c. 3 —$2- 3 — 5-4 6 ec 
Atque ita deinceps progrediendo omnium numerorum logarithmos 
per feries convergentes inveniemus. 

uod attinet ad logarithmos numerorum minorum qvam f, 
fi ponatur.g, — x ; & x negativa, invenientur eadem ratione loga- 
rithmi numerorum a f ufque ad f. tum fi ponatur gj ;— 5» inve- 

] 2 ^ . 

nientur logarithmi numerorum a 4 ufque ad : : atque ita deinceps. 


In fuperioribus quedam adnotanda funt, que praxim reddunt 
diffillimam. Series x — z -- &— 4-L-3— i ec Ex duabus 
feriebus componitur, quarum prima ex illis terminis conítat, qui- 
bus prefigitur fignum -1-, altera ex illis quibus fignum — przpo- 
nitur. Utraque ex iftis feriebus infinita eft, licet earum differentia 
fit finita. Huic incommodo facile medemur , fi reapfe fingulorum 
Parium differentiam íumamus , & feriem formemus hujufmodi 


E CET ELO EL Um - $i iffi- 
2 p m m $$ SExacb 1.5; €€ Verum hzc feries lentiffi 
me convergit ita; ut oporteat fumere terminos feptem & decem , ut 
folum ad partes millefimas perveniamus. Quare neceffe erit tot ope- 


rationes inflituere , quot dilaffare valeant quemque arithmeticum. 


. Quemadmodum proceffimus per feriem. f, 2f, 4f, 8f, ec., 
ut 1nveniremus primum logarithmos numerorum inter f, & 2f, 
tum inter 2f, & 4 f» atque eadem ratione deinceps: ita poífumus 
procedere per feriem ;, cujus termini minus inter fe differant , 

; 3 9 27 8 i i i 
exempli cauffa f, 295 E 45. ss qua ratione invece 
mus numerorum logarithmos per feries magis convergentes. Facta 
Itaqué 5 — x , inveniemus logarithmos numerorum ab f ufque 

3 4 . 3 
ad if: quo in cafu extremo quum fit x — £ , habebimus 7 7f 


LI6ei— V inae OE: ri : 

2. 2 3.2 42 $:2 
Thagis convergit. Tum fit m -— t ; atque in hac fuppofitione in- 
veniemus logarithmos numerorum a z f ufque ad z f» inter quos 
jacet 2f, cujus logarithmus invenietur ] pcr » 


2 
————— 


ec. quz feries aliquanto 


d-c.i— —r o —r S - J- -— ec. Deinde inve- 
2.53 $3 *3 $:3 
Riemus logarithmum numeri - f» nempe s pE— Lf 
| DT Lace 
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—20. 2 7 


IL tL55stce- Pratérea^ faciamus m 2j 
2 2 $22 4 a* ^ 


& progrediamur ufque ad logarithmum numeri c qui erit tri- 


3 . - » H 
plus 7 7 f. Inter hos numeros jacet numerus 3/, cujus logarith- 


2 3 4 
: E à 
müscedt 3 M fugegorpec -gewcecagaccan deg 
2 2.4 34 4.4 
Tum fat m — AJ & inveniantur logarithmi numerorum ufque 


ad A atque ità deinceps. 

Series autem , ut cuique patens eft, convergerent magis ma- 
gifque, fi progrederemur per feriem , cujus primi termini magis 
ad zqualitatem accederent, ut f, xg ec. H»c methodus utilis 
eife poteft ; fed plures operationes inftituendz funt ad inveniendos 


logarithmos numerorum integrorum, quam in €a, quam paucis 
exponam. 


Quum Inf. LÀ Info Lmf Hex — imf —x habebi- 
3 5 
mf -—-»x x* x x 
mus 7 .———Ó— a Om arch Ae o1 eC 
nf y t — imf --2c "T. mE MIPT ini f 


Hzc feries magis convergens eft, quam fuperiores. Si ponamus m 
bs 
$ x7 


anim . ^ 4- x 
— r1, inveniemus touch ac. ---—— 
f—x f 3 H f 

t , 3f sf 7 
Hujufmodi feries cujufcumque numeri logarithmus quztatur , fem- 
per coavergens eft. Nam íi generatim quaratur 7pf.;, fieri debet 
- x p—s : E - 
—- —p: Igitur 7 — ——: uantitas quum minor fit quam 
ET 1 g f si qua q q 1 
unitas, confequitur terminos pofteriores in ferie femper anteriori- 
bus minores eíle, & ultimum evadere infinitefimum. 

Si ex hac ferie queramus / rof» fiet fi quare habebimus 


f 


o? 


$ ? 
9 9 
Lxof —- 3t. 2 o-r- TL —— -P —— ec Verum maz- 
Ls 3:1 TESU 7. 11? 


gis convergentes feries inveniemus , fi per partes progrediamur. 


Pone ;» — x, & ad inveniendum 72 f, ftatue T— j, & feriem 


hujufmodi elicies 72f — 2c. j 4r — -L— 
33 


ec. quz 


E 7.37 


maxi- 


| 
| 


Opsfculum III. 37 


maxime convergit . Invento 72 f» nanciftemur ]4f — 212f, 
18f — 3l2f, l1x6f — 412f: atque ita deinceps. 

5i in noftra formula fiat m — 2, inveniemus logarithmos nu- 
merorum; qui fiti funt inter 2f; € 4f, ut. logarithmum numeri 


. " AC M 
3f. In hoc autem cafü inveniemus - — $. Quare erit 


i I : s : . Similiter 
iex a o TEE ec. Sim 

3- ^ . 
fado m — 4, inveniemus logarithmos numerorum inter 4f, & 
8f. Facto item m — 8, inveniemus logarithmos numerorum, cui 


fiti funt inter 8/4, 1 6f. Ut autem logaritlimum | numeri. x of 
à - Ln MER IUe " Iz 
invenamus , nccefífe eft. ponere 8p 14 .: dBgitur 21of— 18f 
Y . 
-- 2c. -- J- -- —, ec Atque hac ratione pro- 
9 3 9 $ 9 7.9 


gredientes logarithmos numerorum per feries maxime convergentes 
inveniemus. ' 

Non fum nefcius, in plerifque logarithmis inveniendis, com- 
pendio nos uti poffe: Nam dato cujuslibet numeri logarithmo o- 
mnium numerorum, qui confítituunt feriem g£eometricam poit f, 
& datum numerum, logarithmi invenientur. Immo datis duorum 
numerorum logarithmis tertii ; quarti ec. proportionalis dantur lo- 
garithmi. Numerus qui oritur ex multiplicatione duorum , quorum 
logarithmi dati funt, habet logarithmum datum: numeri , qui ori- 
tur per divifionem , fi divifor & dividendus , habet logarithmos da- 
tos ; logarithmus cognofcetur. Hzc, & (fimilia compendia geometrz 
cuilibet obvia funt. Quare ad feries non erit confugiendum , nifi 
ubi habeantur numeri primi. Series autem femper magis conver- 


Eentes invenieniur, fi ponatur mf illi numero squalis, qui pro- 
xime przcedit numerum , cujus quaeritur logarithmus. 


Propojitio quayvta. ato logarithmo invenire numerum ; hoc 
eft in noftris fymbolis dato & 3-2» invenire 5f —- x. Hanc ob 
rem fit mf -|-x — A -4- Bz-Lrocz xxx. -F Ez* ec. Ergo ac- 
ceptis differentiis dx — Bdz --2Czdz 4 3Dz' dz -- 4Ez^dz 
€c & multiplicando utramque partem zquationis per c, & dividen- 
do primam per mf ——- x, alteram per feriem qualem nancifcemur 


LLLA dz— c.Bdz -|- 2Czdz -- 3Dz' dz -— 4Ez! dz ec. 
v —————— . 


EU e A-- Bz-- Cz --Dz  -Lgzt ' ec. 
fat multiplicatio per feriem dividentem, erit Ad E -F 
Bz4z 


Igitur fi 
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Bzdz--Cz'dz-E-Dzdz-L-EzMdzec —cBdz-LaoeCzdz 
-p 3cDz* dz -- 4cEzH dz -- scFz*dz ec Inftituenda jam eft 
collatio; ut quantitatum conftantium indeterminatarum B5-C 735b 
ec. valores determinentur.. Ex comparatione autem hujufmodi va- 
lores inveniuntur B —.^, C z.^ 52 9 —- A SE LA 

c 2c* 2. 3 c) 23.4.63 


A ; : : 
NI - 3 atque ita deinceps. lgitur fiet mf -- x —A 
2«.3«4* 5. € 


? 


2 3 4 
AZ Az Az Az . 
AED OE p LL — ec. Ad determinandum 
2c 2.3. 2.3.4. c* 
conftantis A valorem; adverte ficri x — o, fi fuerit z — 
fiet A — mf. Quare facta fubílitutione, & 
tionis parte deletis equalbus, erit x — mf. 


9: Ergo 
in utraque szqua- 


P 3 4 
2 
--p-- -]- —C—— ec. Fac advertas mf effe nume- 
r 2c 1.560 2. 3. 4 có 


rum, cujus logarithmus eft — e. Hifce pofitis. 


Sit primo g — o, ut ejus numerus — f, & m—x, & orietur 


* z* z z* . 
xc-f.vob—I-- — — -L — —— ee Ex qu zquatione 
2c 2.3. 2.3 4 e 
quecumque ponatur z, qui eft logarithmus numeri f-|-x, inve- 
nietur x, adeoque f —- x. Verum fatius erit per partes procedere, 
& ex ultima zquatione invenire numerum cujus logarithmus fit z, 
quz fatis parva fumatur: tum hoc numero facko — mf, cujus lo- 
garithmus fit. fumatur alia z exigua ; & fic inveniemus nu- 
merum zf--*x,; cujus logarithmus: eft £-]-z: hoc defnito ad 
alios deinceps progrediemur . 
Numeri ; qui ex datis logarithmis inveniuntur, dependent tum 
a fubtangente c; tum etiam a quantitate f: quarum quantitatum , 
nifi altera per alteram determinetur, per partes progredi non li- 
cebit. Ut autem exemplum clarum proponamus rationis , qua per 
partes progredi oportet, fupponamus c — f, quod exemplum 
deinceps veniet in ufum . Hac flatuta determinatione fet 


€ 2 PE zá 
xr—mf.-«d-—r-4- e. Pono g— x, & 
af 2.3 f? 2.3. 421 
: s MT 24 PE 2á 
invenio x — f. poc. dclotUE M Meo 
af 2.3f 2. af 
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f -- x omnium logarithmorum , qui pofiti 
Quapropter pofito z — f, invenietur f-4- x 


ries exhibebit numeros 
funt inter o, & f. 


—f--f.i-ri EE EIS E ec. Series hxc vocetur — A, ut 
BS ou cep ES RA: 

Supponatur jam  — 1-1. A, & fit r-— zr-LÀ. SE 
ETE Tam x cerva m. 
* zb» e A x: sts E ec. Series ilta utilis erit in- 


; ift 2.5 f? 2.3. 4f * ! im 
Veniendis numeris , qui refpondent logarithmis f -|-z fitis intex f» 
2f, Íiz indatur valor pofitus inter o, & f. Quare fi ponatur 
QE ad cuu On MES Mt) RS 


z-—f;fetx— L-A.f. seWPL I €c. — 1-J- A 
| Af . Itaque £u A.f-x cadASGKAGLAA,f 


— AA -- 2A -- x mf 5 Aca. f5 qui eft numerus , cujus 
logarithmus zquat 2 sf. 


Si flatuas »f — A -- 1 


* f» eodem modo invenies, nume- 


, | v UiYEXXS ? 
rum cujus logarithmus quat 3f» effe — A--x ^. f. Per feriem 
autem elicies numeros omnium logarithmorum , qui liti funt inter 
2f» & 3f; atque ita in infinitum, 


Ita fi invenire defideras numerum » cujus logarithmus fit — 

: f» fac invenias prius numerum » cujus logarithmus fit — 2 f, qui 
————— 2 -: 2 

numerus demonftratus eft — A -4- 4^. f- Tumfac n — A--1,& 


2. 
-—— -p—MÀ— ees 
2 25.2.3 a*.2.5.a 
— s ctl 
que feries fi vocetur B, erit x — A--x.f.B: Ergo A-- 1 f 


-I- *» qui eft numerus logarithmi dati ; ent — A-I x. B-r-x.J. 
Simili ratione uti debes , cujufcumqu 
Hifce premiffis advertendum 
minus dependere a quantitate f, ; 
deinceps vocab.mus protoaumérum ; quam a quantitate €» que eít 
fubtangens logiftice , & fubtangens fyftematis ex analogia appellari 
potett. Quoniam fyftema mutari poteft ex utriufque quantitatis 
mutatione , confiderandum eft » quibusnam conditionibus hujuf- 
modi fyftematum mutat.ones peragantur. Ap 
Iimum inutetur pxotonumerus eadem manente IB 


ZR: Ergo x — A-1- 1. f. zr 


2* 


40 Vincentii "Riccati . 


tangente. Conftituta ut fupra hyperbola ( Fig. 2) EBR, & fumpto 
protonumero CD) — f, defcribatur logiftica, cujus ordinata MX 


ducta in pt vquet fpatium hyperbolieum ED MR. Deinde 


fumto protonumero CF — F , defcribatur alia logiftica , cujus ordi- 
nata M Z in eandem ) ducta zcuet fpatium hy perbolicum GFMR . 
Igitur b. X Z zquabit fpatium hyperboliceum EDFG: atqui hoc 
fpatium conftans eft: Ergo X Z wbique conftans erit, atque adeo 
equalis F H.. Quare logaritbmi fyftematis, in quo protonumerus 
minor eft, fuperabunt eorundem numerorum logarithmos in fyfte- 
mate, ubi major eft protonumerus, per quant.tatem conftantem 
zqualem FH. Quantitas autem FH. eft logarithmus numeri. CF 
— F, fumtus in fyftemate; in quo protonumerus ett CD — f. 

Quamobrem dato quocumque logarithmorum fyf'emate ; cujus 
protonumerus — f, invenientur facillime logarithmi alterius fyfle- 
matis, cujus protonumerus fit F. Etenim in fyftemate protonume- 
ri f, inveniatur logarithmus numeri F: qui logarthmus dematur 
ab omnibus logarithmis fyflematis protonumeri f» & invenientur 
logarithmi fyflematis protonumeri F. Si Ff, in Íyftemate pro- 
tonumeri f, /F erit pofitivus ; adeocue fubtractio facienda eft. Si 
vero F - f, idem /F erit negativus; quare mutato figno fubtra- 
Gio in additionem tranfibit. 

Si vero unus idemque fervetur protonumerus, & fubtangens 
logarithmice mutetur, videndum eft quamnam mutationem fubeat 
logarithmorum fyftema. lifdem prorfus fuppofitis cum eodem pro- 
tonumero ( Fig. 3) CI) — f, defcribatur primum logiftica D X , 
cujus ordinata ducta in b zquet fpatium hyperbolicum ita, ut 
D.MX — EDMR. Item alia logiftica deicribatur D Z ; cujus 
ordinata ducta in B zquet fpatium byperbolicum , ut fit B. MZ 
— EDMR: Igitur j. MX — B.MZ: Igitur MX:M4Z::; 
T : T . Ergo logarithmi in duobus fyftematibus funt in ratione con- 


ftanti ; hoc eft in ratione rcciproca earum quantitatum , quz ductze 
in logarithmos zquant fpatium hyperbolicum: fed ift: quantitates 
funt reciproce ut logarithmiuce fubtangentes: Ergo logarithmi in 
duobus fyftematibus , de quibus agimus ; funt dire&te ut. fubtangen- 
tes. Qeit Pdatis unius fyftematis logaritlimis facile eft alterius 
cujufque fyftematis per regulam trium ; ut ajunt; logarithmos in- 
venire; dummodo datz fint fubtangentes . 

Quod fi datum fit fyftema, cujus protonumerus fit f» fubtan- 
gens vero c, & alterum fyítema inveniendum fit, cujus protonu- 
merus fit F, fubtangens autem C: primo ex dato fyftemate inve- 


nia- 
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niatur fyftema protonumeri F, & fubtangentis c; tut fat c: C, 
ut finguli logarithmi modo inventi ad logarithmos , qui quzrun- 
tur. Noti itaque fient logarithmi omnes, qui queruntur. Quoad 
praxim in dato fyftemate inveni logarithmum | numeri F. Hunc 
deme ex datis logarithmis, tum inveni quartas proportionales 
poft c, C, & logarithmos datos ea quantitate minutos ; & quzfi- 
tos lozarithmos invenies. 

9c unice adverto: hoc problema : Dato logarithmorum fyfie- 
mate aliud fyftema invenire, in quo manentibus ceteris, mutetur 
protonumerus ; eft problema plerumque tranfcendens. Etenim FH; 
(Fig. 2) qus detrahenda eft ex logarithmis dati fyftematis, non 
datur plerumque nifi tranfcendenter per protonumerum novi fyíle- 
matis CF. Addidi plerumque , quia; fi in fyftemate protonumeri 
CD logarithmus numeri CF ; nimirum FH habeat rationem 
effabilem ad C D, quod aliquando contingit , problema algebrai- 


cum eft. Verum alterum hoc problema manente eodem protonu- 


mero, & dato uno logarithmorum fyftemate , invenire aliud fy fte- 
ma diverfe fubtangentis, eft pure algebraicum , dummodo fubtan- 
gentes fint altera per alteram algebraice datz. 

Adverte hanc conditionem, quam appofuimus , fi. ex fubtan- 
gentibus altera per alteram data fit. Nam $i habeatur fyftema lo- 
&£arithmorum, in quo preter protonumerum data fit tangens logi- 
itice , & quzratur fyftema logarithmorum ,. in quo pofito eodem 
protonumero datus fÍit dati numeri logarithmus ; hoc nonnifi tra- 
Ícendenter obtinebitur, & viceverfa, fi ex hoc primum quzratur 
logarithmorum fyftema. Etenim fubtangens logiftice ex dato ]o- 
£arithmo dati numeri , nonnifi tranfcendenter habetur. Quo pacto 
autem ex dató logarithmo numeri dati » inveniatur fubtangens , & 
Viceverfa ," adhibitis feriebus expofitis non eft difficile cognofcere, 
Hoc autem invento ex uno fyfiemate alium nancifcemur. 

Quod fi pofito eodem protonumero ; unius ejufdemque numeri 
in uno fyftemate logarithmus fit — 4» in alio — Q , omnes [o- 
garithmi eorundem numerorum in duobus fyftematibus erunt in dire- 


Ca ratione q: Q . Quare dato uno fyftemate algebraice alter de. 
terminabitur., 


Hinc oritur duplex genus logarithmorum. Vel enim datur pro- 


tonumerus , & (übtanseng fyftematis; vel datur protonumerus fy- 


ftematis cum logarithmo dati numeri . Primum vocabimu 
logarithmorum gei 


unus idemque fit 


xnate ad aliud 


s fyftema 
Xris hyperbolici ; alterum generis vulgaris, Si 
protonumerus, nullus eft tranfitus ab uno fyfte. 


» ifi per quantitates tranfcendentes 
EF 


Ves 


——————————————————— E 
T1 gue: - 
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Verum ut ejus fyflematis , cujus tabule exhibent logarithmos , 
conditiones cognofcamus , quid fit bafis logarithmica explicandum 
eft. Bafis logarithmica dicitur numerus ille, cujus logarithmus 
zquat protonumerum. Quapropter fi datus fit protonumerus cum 
bafi logarithmica, logarithmorum fyftema erit generis vulgaris 
neque ab hoc fiet tranfitus ad fyítema generis hyperbolici ; nifi 
per quantitates tranfcendentes. Itaque tranfcendentia erunt hujufce- 
modi problemata. Data bafi logarithmica invenire fubtangentem 
fyítematis, & data fubtangente invenire fyftematis baíim loga- 
rithmicam. 

Hifce generatim expofitis opportunum erit ; ut de duobus illis 
fyftematibus, que in ufu pofita funt , diftindtius, &  enucleatius 
Verba faciamus. Syitema logarithmorum vulgarium ponit logarith- 
mum quantitatis cujuslibet f, quam ftatuit protonumerum , etfe 
zqualem nihilo, bafim autem logarithmicam eífe — xof; cujus 
fcilicet logarithmus zquat protonumerum f. Syftema autem loga- 
rithmorum hyperbolicorum , quo utuntur paffim , convenit cum 
vulgari in hoc, quod ponit 7f— o, fed ejufdem fubtangentem 
ponit — f. Quo pacto alterum fyftema ad alterum redigatur, 
oportet cognofcere. 

Quamobrem hoc primum inveftigemus ; neceffe eff ; ut in 
fyftemate vulgari fubtangentem determinemus. Ex fupradi&is in- 


venimus lxof — l8f 4- 2c. 5 -- Lue y 


3. 9? $. 9» 7. 97 


ec. 5 


atqui 18f — 312f, & I12f — 2c. 5$ P ——Àr -- tcm z -: 


3. 3) $3 7:3 
X E 
Ergo lxof — 60. à 47 —— P —r-4 ec. 
- f x s 5) $3 7-35 
--26. 2 - -T —— ec. Prima ex hifce feriebus 
* 3. 9? 23 7. 9 


fat — A, altera — B, ut fit /xof — 6 Ac-- 2Bc: atqui /10of 
— f in fyftemate vulgari : Ergo f— 6 Ac-1-2Be, atque adco 
f 


n . Inwenta eft itaque fubtangens vulgaris fyftematis . 


Q. E. I. 


Series due A, B maxime convergunt; & nullo negotio ad 
fraCtiones decimales rediguntur. 
Quum femper pofito eodem  protonumero f logarithmi eo- 
xundem numerorum in diverfis fyftematibus fint inter fe, ut fyfte- 
matum 
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matum fubtansentes, losarithmi hyperbolici ad logarithmos vul. 


gares erunt ; yt f: E ; five ut 6À -1- 2B: x. 


6A -- 2B * & 
Jam ad logarithmos hyperbolicos convertendus eit animus, 
in illis inv 


enienda eít bafis logarithmica: quam ob rem folven- 
dum eft hoc problema: Pofito non minus protonumero, quam 
fubtangente — f invenire numerum , cujus logarithmus fit — f. 


Solutio ex fupradictis eft perquam facilis. Namque fi ponamus 
ia - 1 X 1 1 Li 
molu---r inveni — 2L. -— ec, 
y? ; ; BREUEUE of rop Pebirob we der 
arithmo — f, erit zequa- 


atque adeo f —- x numerus refpondens log 
m Nati dr C ei ri iE 


lis f-- f. 3 2- £ 4- : E : -i- II ec. ; quz feries fatis conver- 
ET I" 


git. Quod fi qusreretur numerus cujus logarithmus zquaret 2, 


3» aut 4f; tum per partes effet procedendum ; quemadmodum fu- 
pra fatis docuimus. 


Adverte in tabulis cum logarithmoram hyperbolicorum , tum 


logarithmorum vulgarium protonumerum f zqualem poni unitati, 
Tabule logarithmorum vulgarium conflru&cx funt, &  abfoluta 

multis, prefertim a Briggio, & Ulaquio, qui ufi funt fubfidiis » 
que maxime di'lant a noftris feriebus. 'Tabule vero logarithmo- 
rum hyperbolicorum defiderantur. Optandum autem effet , ut ali- 
quis hunc laborem fufciperet , & eas prefertim , qui defunt tabu. 


le, per computum perficeret; atque communi utilitati in lu 
emitteret., 


a 


cem 


ius logarithmorum hy perbolicorum , five ad 


gens fyftematis., 
icet logarithmus 
epero per numerum 100o0ooo. 
- $9 ; Qui exprimitur per numerum 
— 1: Ergo quantum decrefcit nume- 
Betur logarithmus, íi [inus totüs minimo decre. 


Sinum totum ipfe facit protonumerum , . cujus fcil 
— 0 dem finus totus exprimitur a N 
Sinus autem anguli gr, 89 
9299999 ; logarithmus ponitur 
rus; tantum au 
mento aWficiatur, 
Supponamus itaq 


ue CD ( Fig. 4) effe finum totum, & pro- 
tonumerum fyttemati 


S. Decrefcat hic minimo elemento D»; & 


ducatur ed. parallela affymptoto logiftice , que erit logarithmus 


fuppofitione De zzde. Ducatur Dd T, 
3 qu& 


numeri Ce, Ex Neperi 
: Fa 
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que proptet proximitatem punctorum D d tanquam tangens con- 
fiderari poteft: Igitur C T. erit tanquam fubtangens confideranda: 
igitur quum fit CT: CD::eD: ed, etit CT — CD: Ergo fub- 
tangens fyftematis eft protonumero zqualis. Quz proprietas perti- 
net ad genus logarithmorum hy perbolicorum, 

Non minus fyftema logarithmorum hyperbolicorum ; quam 
Neperianum fupponit fubtangentem zqualem protonumero. Sed in- 
ter duo fyftemata hoc maxime intereft, quod in illo numeri ma- 
jores, quam protonumerus , habent logarithmos pofitivos minores 
babent negativos; contra in Neperiano numeri minores, quam pro- 
tonumerus, praediti funt logarithmis pofitivis, majores negativis. 

Atque ex his fatis fuperque patet difcrimen inter fyftemata lo- 
garithmorum ; atque aperta eft methodus efformandi tabulas loga- 
xithmorum tum vulgarium ; tum hyperbolicorum. I)e eorum au- 
tem ufu paffim Scriptores loquuntur; neque in prefentia quidquam 
attingere decrevi. 


OPU- 


45 
OPUSCULUM QUARTUM. 


De quarumdam equattonum radicibus . 
Difquifitio - Matbemat:ica . 
De barum expre[fione Znalitica . 


PAGS. PRIMA. 


Ua methodo refolvantur zquationes fecundi gradus, Arabes; 
ut notum eft, nos docuerunt. Scipio Ferreus, ut narrat 
Cardanus, methodum adinvenit refolvendz zquationis cu- 

bice; cujus radicem unam exhibuit per formulam ; que a Cardano 
nomen accepit. Denique Raphael Bombellus in fua algebra expo- 
fuit, qua ratione zquatio quadrato-quadratica ope zquationis cubi- 
cz réfolvatur. Hanc autem methodum a Ludovico Ferrarienfi in- 
ventam eífe , affirmat Wolfius. JEquationes altiorum graduum nul- 
la adhuc methodo refolvi potuerunt generatim ; neque inveniri for- 
mula earum radicem exprimens. Quare deficiente oecumenica me- 
thodo non injuria in eo operam collocarunt analyftze , ut conditio- 
nes cognofcerent , quibus pofitis equationes refolutionem accipiant . 

Refolvuntur autem primo ; quum fpoliatz fecundo termino ca- 
rent omnibus aliis terminis, íi ultimum excipias: deinde quum 
unus tantum terminus ex mediis adeft , in quo exponens incogni- 
tz dimidium eft exponentis termini primi, quod contingere ne- 
quit ; nifi hic exponens fit numerus par: poft refolvuntur, quum 
€x mediis adíunt termini duo ita, ut exponentes incognite in tri- 
bus terminis fint, ut 3, 2, x5 quod poftulat exponentem maxi- 
mum divifibilem effe per 3: demum quum medii termini tres funt, 
& incognitz exponentes funt ut 4, 3,2, 15 quod obtineri nequit ; 
nifi primi termini exponens dividi poffit per 4. 

, Nemo unus non videt, conditiones iilas anguftis admodum 
finibus contineri in omnibus zquationibus , fcd prafertim in illis, 
in quibus incognitz exponens maximum eft numerus primus. In 
his enim preter primam conditionem nulla haberi poteft ; fub qua 


refolut1onem accipiant. Veríabam jamdudum animo, in omnibus 
in illis etiam , quarum gradus à numero primo in- 
dicatur, determinari poife conditiones , quibus pofitis earum radix 
una €à ratione exprimi poffit, qua Cardani radix cubica exprimi- 
tur; 


zequationibus , 


e Mgr — c Wi ti Si 
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tur, Ut rem exemplo declarem , judicabam  adeffe squationem 


IS : - $ — 
quinti gradus ; cujus radix hanc formam haberet Ma —m " b 


LJ ESSE AUS 7 —3 
-- Va — Vb. Verum difficilis videbatur methodus hujufmodi 


conditiones determinandi. Sed non ita pridem methodus fefe mihi 
obtulit, non inelegans ; quz me docuit ; quenam zquationes cu- 
jufcumque gradus radicem accipiant expreffam analytice eo modo, 
quo radix cubica. Hoc autem inventum , quifque cognofcet ; in omni- 
bus zquationibus ntilitatem habere, fed precipue in illis, in qui- 
bus exponens maximum incognite eft numerus primus. Rem igi- 
tur aggrediens incipiam ab zquationibus gradus alterius, deinde 
ad altiores progrediar, 

Pono x — m —- 72, quam zquationem elevo ad quadratum , & 
fit xx —mm-2mn-pzn, fie xx —2mna — m* — o.. Hujus 

—gp 

radix eft x — m —- 7; cui etiam addere poffumus x — —m —; 
ut radicem extrahenti palam fet. 


Ad zquationes cubicas progredior, & x-— 5-2 elevo ad po- 
- 1 2 3 
teftatem tertiam. x! — m! -L- 3m n-p3mu -J-m. Quam zqua- 


tionem hoc pacto difpono X Ea m -- :smm.m-- -- m ; & ad 

eandem partem translatis terminis fubftituo x pro binomio m -1- 5 

& invenio x' — 3mux— n Ex cujus radix una erit x —u-1-7. 
a ai 

Ad hanc zquationem unica hzc conditio requiritur, ut fecundus 

terminus defit ; quod femper obtinere poífumus. 


Ut zquationes gradus quarti expediam, effero ad quartam po- 
$ E 3 2.1 
teflatem x — m —-2, & invenio xU zw -L- 4m n 6m n 
3 " . i : 
-pL Amn -— n: que szquatio bac ratione eft diftribuenda 


4 E L1 4 
x —m - 4mmne.m--n --n. Prom-; pono x, & tranf 
2.2 ; 
— 2m n 


£ 5 2.2 4 
— Amn»nx -- 2m n —m' -—o0, cujus 
A 
—3. 1 
radix una eft x — m -- 541. In hac zquatione hzc conditio neccf 
faria eft, ut deficiente fecundo termino defit etiam quartus, & 
nulla poteftas impar incoguite x reperiatur. 
Xquatio hac conditione predita per alias methodos; ut no- 


iatis terminis nancifcor a? 


tum 
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9 - . . pA 
tum eft negotio nullo refolvitur. Poteft enim confiderari x^, ut 
incognita G addito dimidii coefficientis quadrato refolvi per ex- 
tractionem radicis , Sed eam ad noftrum canonem zquationis qua- 
n 2 zx Z 
pratic& reducamus hoc modo x* — 22? —. 2m n — me, 
: 4 


— d 


quam habere eandem formam cum quadratica , tibi conftabit; fi 
. P c 2 Ej 2 
Pro x, m, n fíubftituas in quadratia x — 2:42, m , zx . Quare 
: 2 z z 
habebimus x* — 275 e i aS TO NNEETu A Na —— "nh. 
Quorum prima exhibet radices duas x —m-[-z, x —-——m-—y. 
Altera praebet x — m-——». Vra X3 4 — —-l-z. CURES 
Elevetur ad quintam poteftatem x — » -- 2, & orietur 
yo 2 23 4 : 
X —m -Lsm'n--romma -- xom n? --5mn --2x. Hec 
k ^ : $ j 3 2s 
autem ita erit difponenda x' — m --5mn.m-L-z -L-m. Ejce 


22 
— 5m 2 m-r-mu 
binomium »-|-z fubftituta zquali quantitate x, & tranfpofitis 
terminis invenies jy" —5mni --5m i x—m^-—o, cujus una 
—1n 
radix eft x — m -1- 2. Conditiones in &quatione infunt dus. Pri- 
m petit ,"ne termini omnes non abfinr, in quibus incognita pa- 
rem tenet dimenfionem. Altera exigit, ut coeificiens termini x? 
clatum ad quadratum exhibeat quintuplum coeiBicientis termini x, 


ey Le 6 
Sexta poteítas vtquationis x — m —-2 ent x —m -lL 6n n 
4a H 6 : : 
--15m'» -—-20om7 -Pism*a* -- 6mqy -L-7 . Hec ita dif- 
6 6 XC 6. 2i à 
ponatut x —; -L6ma. m--2 -L- n. Si transferas terminos 


— pm'u.m--n^ 
-- 2m 
facta fubftitutione x pro z —- a, habebis "s — 6inx* -- om. n a* 
— ami — " — 0; in qua preter conditiones requirentes , ut 
— n 


omnis terminus abfit, i. quo x ad imparem poteftatem afcendit , 


neceffe eit, Jt coefficiens termini x* [fit zquale..quadrato coetfi- 
cientis termini ja divifo per 4 

bi Zquatio inventa duobus modis refolvi poteft ope zxquationis 
cu ice , & quadraticz. Primo modo reducetur ad canonem: xqua- 
tionis quadraticz Per hujuf 


: " 2er 2 3 
inodi formam z, — 3max^-— amm 
5 
— 17$ 
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; T à im : 

—.m$ — o» cujus radices erunt x — 3mx —mn -- n, XY — mnt 
6 

—1 


i B : ex j 
— —m' — m^ ,quarum prima ex canone fquationis cubice habet 
radicem x — m -- 21, altera radicem Xx — — m — a. Deinde 


s gs : ; 
perduci poteft ad canonem radicis cubice hoc modo x* — 2 mz 
ubi Poss c 


22 6 
— gum n .x*-——2mn ——m -—o, qu£» fi confideretur tanquam 


6 
ew. A 


incognita x* — 2712, eft zquatio cubica, cujus radicem ex fupe- 
iE 2 2 E j 
rioribus conftat effe x — 2m — m -». Hxc autem pertinet 
ad canonem zquationis quadratice ; à duas hafce radices habet 
xcm--nn,x—-—m-—mn. 

Quum agitur de zquatione gradus feptimi , zquationis 
x — m -j- n poteftas feptima ita eft diftribuenda 

7 cem 


— 


7 $ 7 : 
4 —m -- 7mn.m-A-n -r"» qu facta confueta fubfítitu- 
———— à 


2 2$ , 
— 14 n .m--" 


-- zm m .m--n 
tione, & translatis terminis in banc wertitur 


7 5 2 1 3 3:3 7 
x  —7mnax. -ai4m n Xx —7m m x—m —9. Hzc caret ter- 


7 

minis omnibus, in quibus x ad parem poteftatem afcendit. Prete: 
ea fi coefficientis termini a? divifi per 7 primum quadratum fu- 
mas, & multiplices per 145 habebis coefficiens termini x?; deiu- 
de fumas cubum , & multiplices pex 7, obtinebis coefficiens ter- 
mini x. ZEquatio his conditionibus prsdita habebit pro xadice 
xm--m. 

Poftquam ad octavam poteflatem elevaveris a — m —- 25 zequa- 
. : es 8 r — — é 8 : 
tionem ita diflribue x — m -1- 8maz.m-|-a4 --27 » cujus ter 

à 


2 i 
20m ?n .m-]Lzu 


3,3 E 
—Lóm mm.m-r-u 
4 
ban d. 
minos fi transferas, & pro m -]- » ponas x; fiet 
8 ó 1,2 4 33 2 4.4 (Is 7 
x — 89mnux --2om 9 X -16m nx --2 41 —1m -—20;Ccu 


— X 


jus radix una eft x —m --z. Ab hac abfunt termini omnis pote 
ftatis 
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flatis imparis, & terminorum poteftatis paris coefficlentes deter- 
minati funt uno determinato. 

Inventam &quationem ad canonem tquationis quartz perduces, 

fi ita dif ?!—ama!—Am'm.a5 amm. *s* n 

; ponas ià* —2mg —4m n.x'—amm -o2mm-m 

-34) 

quam invenimus; gradus quarti pro x fcri- 

& pro m, n fcribas m^, ;^, hac ipfa exurget. Quare 

habebimus x* — 255 — m^ -Lz ; & 


que pertinent ad canonem zquationis quadratice . Potes etiam 


€àm primum referre ad *quationem quadraticam , atque zquatio- 
nes duas deducere gradus quarti hoc modo 


8 : 
x'- Ama X-La2m & -—2amtg$ —gw 0» qu& habet hafce radices 


— 8 
2 2 3 
3 xx --2ms n — m*-Lat 
4 ines 2 3 e. 4 4 SIUS 
x mar -[Dim s ——m^ — 3, que ex canone equationis 
quartz tractantur. 


Ad zquationem gradus noni inveniendam eadem methodo 
utere ; atque hanc obtinebis 


L9. 


Nam fi in zquatione, 
2 
bas x^ 2mn E 


2 2 2 
X —i2mnlÉa—m —n, 


9 2-2 3 3 
Y —9omnnxx' --27m a z* —30m az x -l- on* an* x — m? —05 cu- 
jus radix una eft x — m iz. — a? 
Hanc per zquationem gradus tertii fefolves , fi hoc pacto diftribuas 


3 3 
xi! —3max —3m P 


3 ER, : s 
(X —3nnx —m —9; cujus radix una 
— d 
erit 3? smaux — m) —-), qus item pertinet ad noflram gr2- 
dus tertii, & habet radicem x — m Ta. 


Mirabuntur fortaffe nonnulli , me ufque ad zquationem gra- 


dus noni methodum produxiffe ; que ceterocuin non videtur diffi- 
cilis intelle&tu, Verum hoc mihi maxime neceifarium vifum eft, 
ut Cas; quibus zquationes noftre predite funt , conditiones deter- 
IMnarem, Quifque: videt, ;zquationes viduatas fecundo termino 
carere fimiliter terminis cuarto ; fexto ; alifque tenentibus fedes 
pares. Quare zquatio gradus imparis nullum habebit terminum , 
1n quo x obtineat potefiatem parem; contra in &quationibus pari- 
bus nullus erit terminus, in quo x teneat imparem dimenfionem. 


Ultimus terminus Cconumunis omnibus eft — 5? —7:; p eft ex- 
G Ke 
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ponens maximum incognite x. Preterea in zquationibu s | paribus 
Pcch 


Li 2 2 — * . 

adeft terminus 2m^ a , qui cenfendus eft coefficiens quantita- 
- o 
ftszx. 

Termini, qui exiftunt in zquatione, fi excipias m, n, qui 


bus femper fignum — przfigitur, figna habent alternantia. Qua- 
Lr 


propter in zquationibus paribus termino 2^ z^ prefigendum 
erit fignum -|-, fi p fit numerus pariter par» ideft ex hac ferie 
4» 95, 125 16 €c.: contra Ícribendum erit — , fi p fit numerus 
impariter par; nimirum ex ferie 2» 6, xo, x4 €c. In coefficien- 


. H 2 1 3 . . 
tibus habetur gradatim mz; n m 4) ec. Verum numeri his 


prefigendi non ita facile inveniuntur, fi excipias illum , qui mul- 
tiplicat 52, quem conftat eífe femper — p. Ut ceteros inveniam 
ex oéto illis cafibus; quos fupra tractavi , eífformo tabulam hoc 


1nodo. 


, " $ ; 22 ,5,3 

In primo ordine horizontali colloco m5; m n » m » ec.» 
quibus numeri qui quzruntur funt prefigendi. In prima columna 
verticali , quz eft ad finiftram ; numeris romanis exprimo gradum 
zequationis » cui numeri, qui fequuntur, conveniunt. Scribo nu- 
meros, qui in octo cafibus confideratis inventi funt ; non omiifo 

Bof 

. . . . . . 2 A2 o 
2 in zquationibus paribus, qui ducendus eftinm nnm x. 


P 


Si perpendo columnam verticalem fubjectam 2, video, eam 
effe feriem arithmeticam crefcentem per unitatem ; ejufque termi- 
nos femper zquales effe numeris gradum zquationis indicantibus. 
Quare produci poterit nullo negotio addendo cuilibet numero uni 


tatem . Quilibet numerus ejus columnzg , que fubeft m^ n, eft fum- 
ma cum numeri, qui fupra ipfum pofitus eft in eadem columna» 
tum ejus, qui in columna proxima ad finiftram pofita per duas 
fedes fuperior eft. Ita in gradu quinto numerus quzfitus — 2 -]- 35 
in gradu fexto — 5 --45 in gradu feptimo — 9-5, atque ita 
deinceps. Hac autem ratione in altioribus gradibus hanc columnam 
fum profequutus. Similis léx. valet in omnibus aliis columnis. 
Quilibet enim numerus eft qualis numero fuperiori ejufdem co' 
lumnze, & numero antecedentis columnz , qui xefpondet gradui 
per binarium minori. Ex hae methodo etformavi etiam in gradi- 


bus fuperioribus tabulam » quam tibi exhibeo; que nullo negotie 
pro- 
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produci poteft quoufque libuerit. Ex hàc autem tabuía $quationem 
cujufcumque gradus efformabis, cujus radix una erit —m--nx 
quam zquationem deinceps canonicam appellabimus. 

. Antequam ad ufum venio; hoc unice advertere oportet; zqua- 
tiones illas, in quibus exponens maximum incognitz eft numerus 
primus, nullo modo refolvi ope zquationum graduum inferiorum . 
Verum fi exponens maximum fit numerus compofitus, aquationes 
abfolvuntur per multiplicem refolutionem zquationum ; quarum 
£radus indicantur a numeris componentibus, ut conftat ex illis 
cafibus , quos fupra tractavimus. Ita quando 8 — 2. 4; &quatio cano- 
nica octavi gradus refolvitur refolutis duabus gradus fecundi, & 
quarti, vel quia 8 — 2. 2. 2, refolvitur refolutis tribus gradus fe. 
cundi. Ita xquatio gradus noni refolvitur refolutis duabus gradus 
tertii; quum 9 — 3. 3. Hac autem de caufa' dixi antea, metho- 
dum hanc utilitatem habere in omnibus zquationibus, fed praci- 
pue in illis, quarum gradus exprimitur a numero primo. 

Formularum , quas canonicas vocavimus ; ufus poftremo decla- 
randus eft. JEquatio quelibet cujufcumque gradus, qus careat ter- 
minis omnibus in fedibus paribus excepto ultimo ; & quz termi- 
norum exiftentium coefficientes proportionales habeat terminis mz; 

3,3 


2 2 . . . H 
m n ,m)n' ec. multiplicatis per numeros noftre tabule gradui 


&quationis convenientes, hzc inquam zquatio recipiet radicem fi- 
milem radici sequationis cubice. Radix autem hzc invenitur pct 
collationem zquationis date cum zquatione canonica. 


Ut methodum declaremus,. exordiamur ab zquatione gradus 
fecundi. Sit propofita equatio x? 7-24 — b — o. Confer hanc cum 


2 d : 2 2 * 
canonica; & invenies t 4 — — m4, — b — —m —m : atqui 
. : 1 2 4* 
€x prima erit femper A—— 4 ; Ergo —0-———m — —r-, qua 
m m 


4 


e 1 2 . e . que » 
reducta obtinemus x" — bm —.—a , & addito dimidii coefficien- 
bb 


tis quadrato m* — b s* -- 1» — 9^ 6^ , extractaque radice m^ 
4 4 


b 


b b € 
e ai. uud five ny 4-i m bi. a4: Eandem 
4 


b 
4 
prorfus formulam invenies pro valore z. Verum quum duplex adfit 
fignum in prima radice extracta, figno -- ad valorem zz, figno 
— ad valorem z utemur: quod ubique fieri poffe conftabit. Quare 


fiet gy — y-t-gy5915 Va i- T —aa 
z GC 2 Quo 
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Quoniam radix quadrata unitatis eft duplex, nempe -- r, 
e X5, ICCÓrCO Cum ;7, tum z duplicem habebit valorem. li autem 
erunt hujufmodi ; fi fignum radicale eam indicet, quz refpondet 
unitatis radici quadratze -|- x. 


Valores m Valores z 
V b bb o V b bb 
Ep -i- z^ — C5 bue — zu -— (L0 
V b bb Y^ b bb 
el pc i 43 744. -—Jo c pm ms uy 


Quare quatuor modis combinari poteft ; cum z. Ut omnem ame 
biguitatem de medio tollamus , & criterium itatuamus ; quo come 
binationes utiles ab inutilibus fecernamus ; fac advertas ; eos eífe 
valores conjungendos, qui fimul multiplicati exhibent — 2; fi in 
zquatione propofita valeat fignum fuperius; contra conjungendos 
eos; qui multiplicati exhibent —- 2, fi in &quatione valeat fignum 
inferius. Ex hoc criterio fequentes radicum valores determinavi- 
mus, quibus addidimus eos, qui oriuntur ex immediata radicis 
extractione. 


JEquationis xx — 24 — b — o radices 


iy r2 Mp V? aa T AEST cui Lan —vaa--b 


pp utl Ha V -- i —VE Las ——V 2a -r- b 


JEquationis xx —-^ 24 — b — o radices 


;—V--t -—r TEES 


a E Vit. aa — V -— ab 


4 
————— —R CAEEPO-— : 
NOS a se pine m E d —-yV/-aa-r-b 


Quifque cognofcit , radicem eandem infinitis modis exprimt 
poffe. Etenim quum fpecies a non dependeat a fpecie b , terminus 
ultimus in &quatione ita diftribui potelt ; ut a fit quxlibet quantitas 
ad libitum fumta. Sit enim zquatio x1 — g — o. Eam ita diftu- 
buam 4X €-2/—4g-|- 2f — 0: f autem fumitur prout libet. Enf 


— 
—— 


13 


X4 


4.4 


qon 


12a 


294 


m) 7 


to 


Xr 


Pape. i5 


é 6 
m àü 


13 
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f—Xa,.cif—g—-—b.Hifcefubftitutis loco 2, b in noftris radi- 
Cibus, provenient formule, quz erunt diverfe pro fpeciei f diver- 
fitate . 


Tractatis equationibus gradus alterius, tranfeo ad zquationes 
gradus tertii. Itaque fit 3! — 34x —b — o. Confer hanc cum ca- 


nonica, & invenies — 34 22—4, — m? — m» ——b: quare — n 


" ; bb 
-— ——l, five —a —ma5 bm), qus xefoluta dabit v2 iit* 
m ——————— 


b 3 YOPIICUSEQUETEM 
Lc —ifvem —Vy--2 -- VADE — 4^. Eodem prorfus calcu- 


E 
CE d bb o3 
lo determinabis a — U-. I— V x 


Quslibet radix tertia tres valores habere poteft. Ut hos ex- 
primamus, adverte, tres effe valores radicis cubice unitatis, neme 


pe x» — — LY « Quare fi per radicale fignum illa 


Yadix intelligatur, qux primxe refpondet ex txibus radicibus unita- 
tis; fequentes inveniemus 


Valores m Valores z 

3 E 

b bb i b 
|, EDEMEN Irc VATPOENE TT 
i 

b bb y; —17-V—3 V b bb 3 —1-7-Y—3 
E: V. * : — 4. ^ 
3 3 

b bb 3 —1—Y—3 —- 
Vase LS. V-LilJ.HBLS 

t] E F] eir ^ j 2 


Novem 
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Novem modis combinari poffunt valores hujufmodi. Ut inu- 
tiles rejiciamus ; eos conjungemus duntaxat, qui fimul multiplica- 
ti dant -- 4. Hcc ufurpato criterio zquationis propofitz radices 
exurgunt hujufmodi 


3 3 
Ka Ek wu b ) —r-v—3 V/ b v 3 —I—-V-—3 
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Cenfeo non eífe pretermittendum difcrimen , quod intercedit 
inter squationes gradus imparis, ac gradus paris. Nam in zqua- 
tione gradus imparis, fi « tranfeat in negativam mutatur radix 
quadrata; quz primum elicitur. Quum enim includat a elatam 
ad poteftatem imparem, terminus hic erit pofitivus, íi a fit pofi- 
tiva, negativus, fi 2 negativa fit. Quare non eft neceffe diftin- 
guere cafus duos a pofitive , & «4 negative; una enim ; eademque 
formula utriufque radicem exhibet per folam mutationem figno- 
rum. Non ita accidit equationibus paribus: nam vel a fit pofiti- 
va, vel negativa ; elevata ad poteftatem parem eodem figno affici- 
tur: Quapropter per folam mutationem fignorum utriufque cafus 
radices obtinere non poífumus ; & neceffarium eft , alterum ab al- 
tero diftinguere, & feparatim radices exhibere, quemadmodum 
praeítitimus in quadratis . 


Venio ad zquationem gradus quarti, quam generatim ita expono 
2 ^ H " 
4* -- 4ax - 24a — b — 0. Facta comparatione hujus cum ca- 
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nonica invenio — m 2 — 25 4, — m* — $i! — — b, in qua elimi- 
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Radix quarta unitatis quadrupla eft, nempe -]- 1; — x; 
--V — 1, — v — x. Quare fi fignum radicale radicem illam 
defignet, quz refpondet unitatis radici — x, hofíce inveniemus 
quatuor 
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Ex his valoribus s, 2, qui fimul multiplicati exhibent — 2, radi- 
ces prebebunt zquationis propofite ; quum valet fignum fuperius. 
Qui vero fimul multiplicati dant —- 4 , praebent radices squatio- 
nis, quum valet fignum inferius. Radices hafce mmodo hoc deter- 
ininatas paullo infra invenies. 

Quz dicta funt antea, fatis oftendunt xquationem propofitam 
poífe refolvi per duplicem refolutionem zquationis quadratice; eft 
enim 4 numerus compofitus ex 2. 2. Eam autem hoc pacto con- 


. . ERA 2 z x 
ftat effe diftribuendam a*-- 24 — 24^ —— b —0, cujus fi. confi- 
deretur ut incognita x* — 24, hc funt radices 
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Radices autem utriufque xz 3s-ccco x Uaa-cbecce, 
€x quadratica invenies tam pro cafu figni fuperioris, quam? pro 
cafu 
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cafu figni inferioris, Ex his methodis quefitatum radicum hujuf- 
modi expreífiones determinavi. 
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JEquationis x* - 4ax* - 25! — b — o radices 
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Si pro fumma duarum radicum fecundi gradus unicam radi. 
cem fubflituas, quz habetur in xouatione fecundi gradus ; vel fi 
propofitam zquationem more ufitato refolvas ad modum zquationis 
fecundi gradus , alio modo multo fimpliciori eafdem xadices exprt- 
mes; quod folum adnotaife , fufficiet . 


Ad quinti gradus zquationem progredior, qux eft hujufmo- 
: : 2 
di z! — sax! -- 54 x —b — o. Hzc comparata cum canonica prz- 


bebit zquationes duas —;z — —45 — m^-—au -—-—b, ex quibus 
elicies 
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Quinque funt unitatis radices quinte ;, nimirum 1; 
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valores invenientur, ex quibus 
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illi radicem propofitz zquationis expriment ; qui fimul multiplicati 
praebent -- 2. Ex hoc criterio radices determinavi: quas, ut bre: 
vioribus formulis compleétar ; pono ; , z zquales radicibus illis , 
que réfpondent unitatis radici quinte --x. Hoc fuppofito en tibi 
squationis noftrz radices. 
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'Si zquationem. gradus fexti x^ 27 6a3* —- pa^ x* -- 2 53.5 — o 
comparemus cum canonica, eafdem ut femper zquationes nanci- 
fcefnur, ex quibus determinabimus 
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Radices fextas unitas habet fex, nimirum 
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Itaque fex valores cum z , tum z habebit: atque illi conjungendi 
erunt ; qui fimul multiplicati dant — 2 pro cafu figni fuperioris , 
dant -- 4 pro cafu figni inferioris. Ex hoc criterio walores con- 
jungendos determinavi; in quibus m, z eas radices indicant , quz 
unitatis radici —- x refpondent. Eos autem paullo infra invenies. 
Duobus aliis modis docuimus fexti gradus zquationem refolvi 
poffe: primo modo refoluta primum zquatione cubica; deinde 
quadratica; fecundo modo refoluta pr;mum quadratica, deinde cu- 
bica. Ad primum refolutionis modum inftituendum , ita difponen- 


: E, ——— ; 
dà eft zquatio x* C 24. — 34^. x? xa — b— 0, cujus ex &qua- 
tione cubica tres conftat effe radices; fcilicet facta 
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1 
dicem c, fecundam c, tertiam 2 & habebuntur tres zquationes 
quadratic tam pro cafu figni fuperioris, quam pro cafu figni in- 
ferioris ; quibus refolutis orientur squationis fexti gradus radices 
fex, quas paullo infra ponam fecundo loco. 


Ad alterius modi refolutionem habendam oportet zquationem 
IUEMUUTEO E A 
ita difponere x^ -- 32x -- 34) - 5) — o, cujus radices pro cafu figni 
2 Ve b b 6 V b bb 
inferioris fi voces f — y 2: Vi —4 -- iV H — a$ 


erunt x! — 3ax P i 34x — —f; pro cafu autem figni fupe. 
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erunt 3? -- sax — £5 x) -4- sax Lg. Quum autem fingulz hz 
squationes tres rad.ces exhibeant, obtinebimus pro utroque cafu 
radices fex ; quie requiruntur. Has autem tertio loco fcribam. 
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Ex hifce exemplis, quz diligenter perfequutus funt, perfpi- 


cuum eft, qua methodo altiores zquat:ones fint pertractandm. In 
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zquationibus autem gradus imparis x^ — pa? cc; p — 9 i. 


venies fegiper radicem hanc 
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radicalia figna eas exprimunt radices , quz refpondent unitatis ra- 


dici "ree -- x. In zquationibus paribus, que fecundum termi- 
num affectum habent figno —; ut x? —p. xy. ec. — b -—o; 
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Que vero fecundum terminum habent aífectum figno -- ; ut 
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x* —L pax ec, —)— o0, duas hafce radices recipiuns 
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omnibus ez radices a fignis radicalibus defignantur , quz refpon- 
effma 
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dent unitatis radici -p x. Quifque videt, harum radicum 


inveniri poífe formulas alias, (i p fit numerus compofitus, nempe 
xefol- 
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Yefolvendo plures fquationes eorum graduum , qui ind'cantur 


à numeris componentibus. Sed hac ratione formule longiffimz 
fiunt. : 


Ad alias zquationis radices eruendas neceife effet, cognofcere 


alias radices »7 ias unitatis 5 deinde harum fingulas multiplica- 
P 
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demum ills conjungendz erunt , que fimul multiplicatz exhibent 
-l-4, fi p fit impar; vel pofito p pari , fi in fecundo termino 
iufit 4- ; quz exhibent — 4, contra que dant —- 2, fi in fecundo 
termino infit — . Quibus rite perfpectis fatis conftat, quenam 
fint equationes , cujus radix ad minimum una poteft exprimi ad 
modum radicis cubice cardanicz. x 

Quandoquidem in zquationibus gradus paris, nullus in inco- 
£nita x adeit exponens impar; videbam, facto xx——z, oriri 
vquationem gradus imparis omnibus terminis inftructam. | Quare 
fufpicabar, ex hac methodo novas zquationes gradus imparis refo- 
lutionem accipere. Sed quum rem ad calculum. revocavi ,' cognovi 
equationem oriri , qux , fi fpolietur fecundo termino caret quarto ; 
fexto , aliifque tenentibus fedes pares. Quare zquatio- nulla refolvi 
poteft per hanc methodum, quz prius non eífet in poteftate. Hoc 
Autem uno aut altero exemplo. inverfo calculo. oftendam. 
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Sit zquatio tertii gradus z. 34 z—b — 0; que ad noftram 
canonicam. pertinet. Ponatur x' 4- 24 — z, factaque fubftitutio- 
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Canonica gradus fexti. "Tertii £radus zequatio przdita eit tribus 
xadicibus 
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Singule hz formule quadratum continent completum, cujus 
vadices extrahi poffunt. His autem extractis habebuntur fex radices 
zquationis fexti gradus tum pro cafu figni fuperioris, quam pro 
cafu figni inferioris. Eas autem in utroque cafu exhibeo 
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JÉouationis x —6ax* -- ga X —24 —b — o radices 


Singule hz formule duas radices prebent, quarum una a fignis 
fuperioribus ; altera ab inferioribus indicatur. 
4 iqua- 


Equationis 35 2L 6ax* —- 94* x? - 24) — b —. radices 
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2 1 

Duas ut fupra in formulis fingulis radices habes. Hz vero radi- | 
ces ezdem funt cum illis » quas antea invenimus. | 
Inveniamus etiam hac ra 
dus. Itaque fit equatio grad 
— 0, quas; ut cuique clarum 
Pono x'-- 2p -—. 


tione radices squationis decimi gra- T 
us quinti z? — $23* z) |. $a*3z — b l 

eit, in noftra canonica continetur. Wt 
& facta fubftitutione invenio i 
--35a x 35 sod i 252* x - Dd eo. piss 0, que eadem eft 
€um zquatione noftra canonica gradus decimi 
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Formule ifte omnes habent quadratum completum, cujus ra- 
dices extrahere licet in utraque hypothefi figni fuperioris, & infe- 


rioris. Quare mquationig, 


10 8 
X — xoax -- 354. x? — $oa? PN --25a* x TET. 


hujufmodi erunt radices 

x- cvm-yn 

sg iva iL pcr 2. MEET NET 
" " 


—b—20 


rmv. Ii Vom YT eva Yi V aiti 


ama. S ETESIE AM Mem NeeSZ 


— p: YU AE TcEYT OV-5--y5 
ims. VEETIT WEPEYT vy, Nader Vots 
2 
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le formule duas exhibent radices » quarum una a fignis 
$; alia ab inferioribus indicatur. Ex his autem facile 
: vquationes gradus paris, tametfi in equationes gradus 
inferioris converti poflint » tamen nullius &quationis refolutionem 
Prebere, quz ex noftra methodo non effet in poteftate . 
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De earumdem. Radicum conftzuttione ; 


PARS ALTERA. 


T eam, quam radices analytice expofitz recipiunt ; conftru- 
&ionem patefaciam, necetfe eft, ut prius de finibus, & 
cofinibus cum circularibus, tum hyperbolicis pauca dicam. 

Si in circulo, cujus radius CA ( Fig. 2) accipiatur arcus quili- 
bet AF; & ex puncto F demittatur in CA normalis F D; notum 
eft, radium, feu femiaxem C A appellari finum totum; rectam 
FD finum arcus AF, & interceptam CD ejus cofinum. Quum 
autem fector A C F zquet dimidium rec&anguli ex finu toto & 
arcu AF , conftat ; duplum fectoris &CF divifi per finum totum 
arcui AF eife qualem. Itaque FD vocari poteft finus, CD cofi- 
nus dupli fe&oris divifi per finum totum. 

Per analogiam fimus, & cofinus ex circulo traduci poffunt ad 
hyperbolam zquilateram. IJefcribatur hyperbola zquilatera ; cujus 
Íémiaxis C A ( Fig. x ) radio circuli fit equalis, & «€x centro C 
ad punctum quodlibet F in curva pofitum, agatur recta CF , & 
ex eodem puncto F demittatur FD in axem C A produdum. Si 
vocetur C À finus totus hyperbolicus, FI) vocari poterit finus hy- 
perbolicus, CD cofinus dupli: fe&toris &C F divifi per finum to- 
tum. Hs funt nominum definitiones. 

Sed non ita facile eft in praxi multiplicare ; atque dividere 
fectores hy perbolicos , quemadmodum circulares ; qui arcubus cir- 
culi, a quibus clauduntur, funt femper proportionales. Quamob- 
Yém methodus aperienda eft, qua idipfum per praxim non diífici- 
lem efficiamus. Agatur affymptoton hyperbole CK, faciens ; uf 
notum eft, cum axe CA angulum femirectum , & ex pun&is A; 
F demittantur in aífymptoton AK, FH. Quoniam ex hyperbolz 
proprietate rect. AK C — rect. FHC , etiam triangulum AK C — 
triang, F H C: funt enim hec triangula re&tangulorum dimidia : 
ergo dempto communi triangulo COK reliquum erit triang. AOC 
zquale trapezio OK HF. Addatur utrique parti triangulum mixti- 
lineum AO E. & orietur fe&tor CAF zqualis fpatio hy perbolico 
AKHF. Ex hac demonftratione aperte conftat , hy perbolicos fe- 
(cres xquales effe fpatiis , que continentur inter AK ; ejufque 
parallelam » aífymptoton, & curvam 5 & illorum fummas, ac dif- 

feren- 
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fetentias zquales effe fummis iftorum , ac differentiis. Quare qui 
fpatia hzc hy perbolica noverit multiplicare ; atque dividere, idip- 
fum nullo negotio przítabit etiam in fectoribus hyperbolicis . 

, Si in atfymptoto fiant ut CK: CG:: CH: CP, & agantur 
ordinatz GE, HFE,PN ; nemo unus eft; qui nefciat 2 fore fpa- 
tum AKGE-— FHPN. Quare ; fi in aífymptoto accipiatur feries 
Éeometrice proportionalium , fpatia hifce abíciffis refpondentia cre- 
cent in continua arithmetica proportione. ltaque fuppofita inven- 
tone quantitatum proportionalium nihil facilius eft , quam przdicta 
patia multiplicare , atque dividere. Sint duo fpatia AK GE; 
AKHF , quibus unicim zquale inveniendum fit. Fac ut CK: 
(oro Q HG. age ordinatam PN, idipfum fpatium ; quod 
queritur ; et AKPN. Inveniendum fit fpatium ; quod zquet dif- 
ferentiam AKPN; AKHF. Pone ut CH: CP::CK:CG, & 
age GE, fpatium AK GE praedictorum fpatiorum zquabit diffe- 
YTentiam. 

NMotiffima funt corollaríia, quz ex his principiis defcendunt 5 
neque ad ulteriora feftinantes fas eft in his immorari. Hoc íolum 
attingam. Pofito ;» numero integro ; ut habeas fpatium aequale 
m.AKQGE, poft CK, & CG tot continuo proportionales. acci- 
pe; quot funt unitates in ; — 1, & fpatium ultime | refpondens 


; ! AKPN 
idipfüm eft, quod poftulatur. Contra fi cupias fpatium — —- 


fume inter CK, & CP tot. medias proportionales ; quot pus 
ejt nia 


» 


unitates in — x ; & fpatium primz refporidens erit pars m 
f. . : . . n 
fpatii AK P N. Generalius fi velis determinare fpatium 2 ÀAKPN» 


fumé tot -medias proportionales ; quot unitates infunt in y — x , & 
harum mediarum fume eam; qua eft in ífcde Tiago & fpatium 
huic refpondens id ipfum eft, quod quzris. 

Quz dicta funt de fpatiis clauítis ab ordinatis affymptoto ; 


transfer ad fe&tores hyperbolicos eifdcm equales . 


Quoniam termini feriei geoméetricz vocantur numeri, termini 
refpondentes feriei arithmetice vocantur logarithmi , fi numeri ac- 
Cipiantur in hyperbolz aífymptoto , fpatia refpondentia ; vel fecto- 
ris hyperbolici divifi per quamlibet conítantem fpedtari poifunt uf 
logatithmi, | Verum quid vetat, quominus conftantem , per quam 
dividitur fe&or, ita determinemus ; ut logar.thmus réfpoudeat fe- 
Gori hy perbolico , quemadmodum arcus refpondet fectori circular; * 
Certe hac. ratione melius fiet fatis analogim. lta jue quemadmo- 
dum arcus equalis eit circulari fectori divifo per dimidium íinus 

to- 
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totius: ita logarithmum ponemus zqualem fectori hyperbolico di- 
vifo per dimidium finus totius. Deinceps autem ficut fumimus in 
circulo finus , & cofinus arcuum ; quos finus, & cofinus circulares 
vocamus, ita in hyperbola fumemus finus, & cofinus logarithmo- 
rum; quos finus , & cofinus hyperbolicos appellabimus. Logarith- 
mos vero in hyperbola perinde defignabimus , ac arcus in cir- 
culo . 

Sed paucis adverte, quzenam future fint conditiones ejus; 
quo utimur; logarithmorum fyftematis. Vocato finu toto C A — y, 


erit CK — -— qui erit protonumerus ; fcilicet numerus ille , cujus 
v2 


logarithmus — o. Subtangens autem conftans fyftematis invenitur 
eífe — v , fcilicet finui toti. Hos autem logarithmos ; quando ana- 
logi funt arcubus circularibus , vocabo logarithmos analogos. 

His prenotatis finuum  & cofinuum proprietates perfequamur , 
Sinus, & cofinus hyperbolicos per hzc figna notabo Sb, Cb. 
Primo datis duorum logarithmorum e$, v finibus, & cofinibus 
quzeritur finus, & cofinus logarithmi e -- 7 . Sit CB— Cb .e, 
Eb ocSb.sCD Ob. DAE Supponatur C M 
— Cb.o---,& MN-— Sb.e-L--«. BE, DF, MN pro- 
ducantur , & concurrant cum affy mptoto in punQis I, L - 
Ex pun&is E, F , N agantur affymptoto normales EG, FH,NP. 
Quum propter angulum femire&tum ACK fit BI — CB sDELE- 
CD; MQ — CM, conftat fore EI — Cb. e—Sb.o9,; FL — 


GI. mi Sb.m, NQ-—Cb.eo---—Sb.o-r-«. Deinde 
quando vocata eft CA — rj; erit CK ——— Item GI — 


Cb.o-Sb.e Cb.-—Sbh.- Cb.o--T—Sb.o--- 

Dots tM Ee Hi dt LI LABS Li Qna ET gt" 
va va va 

Poftremo CI — 2. Cb. e; CL —y2.Chb.-,& CQ-— 


-— ys Cb.o -- S). 
v2. Cb.o-s. Quapropter CG-—ya.Ch. AS oil BLUES. 


ET 
Lo Cb. o -- Sb.p "H Cb.m---Sbh.c Choc T--Sb.o--T 
c ———À——À ———————; ————————— 


va Va v2 ; 
atqui ex fupra demonítratis debet elfe CK: CG::CH:CP: Igitur 
ro C) SL. Ch.mc-FSh.T  Ch.o-Fz--Sh.o--- 
— 1 ———————— 534 —— Migros ri ier AUR apo 
Ya Ys Yz Ya í 


& facto 
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& facto tranfitu ab analogia ad zqualitatem fiet Cb. e-- 7 -i- 
$5.9 s — Chet Sb-o.Ch.m t3b.- 

" T 

Invento hoc primo theoremate alind. nancifcemur ope localis 

*quationis hy perbole ; nempe CL SI m n Ergo C5. -- S5. 


Chswsb. rr 
Cb Pian] Sb. -— 1193 five Ce -- Sb. pee Clos p: " Quapropter valo- 
j. —S b. 
ribus fuübftitutis habebimus — ** ^  — 
3 Ch.o-- -—Sbh.o cv 


Y 


——— 


Án ULL, ive Cb.e-r-7-Sb.o» T 
Cb.o—Sb.o. Ch. T—Sb.m ^ 3 

BELA breeGbonm—bor 
mtb és dB oL ADRC. 


: : quod eft theorema alterum. 


Si alterius theorematis zquationem primum addas, deinde 
demas ab zquatione primi theorematis obtinebis Cb. e- 7 — 


— 


Ch.e -- Sb.o.Cbm --Sb.vy --Cb.o—Sbo.Cb.m —Sb.-T 
Ec En uso fuerim nEUP-ermobe. Chow Sb. 


aT 
.9. Sho : ———— 
LÍILb o.Cbm -- Sb.o.Sb T SPA. 


T 


IXdbmEuc- Ciuaehs daria di. cinia P uuo uid ou 
Cb.e-CSbo. Ch.v -- Sh. —(Chb.o—Sbo.Ch.v —Sb.m 
CIN ee E n Ein t GnED ix Toii cM M dion 

2r 
Lo Ch.e.Sbhb.m -.. Cb.m.Sb.e 
Emi cR S o IL eras QUE intcr OP 


n 


- CQ. E. Inv. 


Quod fi quzras finus, & cofinus differenti? duorum logarith- 


morum 9, T, nempe Cb.e —-c, Sb.o—c ; ecsdem formule 
valebunt , dummodo pro Cj. 7, Sb. ponas C5b.— 7, Sb.— m. 
Verum ut valores habeas per datos Ch. v, Sb. 7, adverte Cb. 
ree b. v; & Sb.—-* —-—Sb.-. Quare nulla alia for- 
mulis mutatio facienda erit, nifi fignum mutare ante Sb . v, 


.. A finibus, & cofinibus hyperbolicis ad circulares gradum fa- 
CQamus. In circulo, cujus finus totus, feu radius CA —r, ca- 


Piatur arcus AE — ?; & arcus AF — 7; tum arcus AN — AE 
-T AE 
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-- AF — ?-i- 7. Fx datis finibus, & cofinibus arcuum e, T, 
queritur finus ; & cofinus arcus e —- v, Agatur radius CF, cui 
fit normalis NQ. Conftat C Q— Cc.o, & NQ— Sce.o: 
nam per has notas cofinus , & íinus circulares defigno. Quando- 
qudém et CD: CF::CM : CO erit analytice Ce. : v :: 
e. PE CUP ERA Cc: 
Cc.e --7: CO— RET : Exgo QO zz Ce. e—— c. 


atqui QN: QO:: CD. DEF, five Sc.0: Cc.o— 


Cc.m: Sc. m, five Sc. 9. Se. m — Cc. o. Cc v—r.Cc.e-L T, & 
——— Cc.o.Ce.m—Sc.o.Sc.aq 
reducta zquatione C c. e -TL7-—--— teet — 
Cc. o -- Y —1.Sc.g. Cc. a o Y —1. Scar - Cc e -Y 1.86. 9 . Cc. T- V —4 Sc. m 
i kem —— M—————t. 
P ud 
Ad inveniendum finum ita inftitue analyfim. Ob fimilitudi- 
nem triangulorum habetur hec proportio CD : DE:: CM: MO; 
in qua fi pro CM — Cc.o-- 7 penatur valor paullo ante inven- 
; Cc.oe.Ce.m — Sc.o.Sc.m 
tus, obtinetur Cc. g:Sc.7:: ENT XO Ee - :; MO. 
EFT CE Ee 
6:0. S6. ! 
Itaque MO — C£*:?-S$ve. 7. etr: Igitur. NO 
T r.Cc.am 


Pas «9v S Ux Sc.o.Sc.m* ; 
Sc.0--7 QzeecGter]dP$ee$ee. Atqui valet hzc 
T T. C.7 


proportio NQ: NO::CD:CF, & analytice Sc.0:Sc.o—L- 
ss. Ceie-Sc.m | Sero. Seca. 


RISO ::Qolm:iy: Ergo facta zquatione 


Cc. o. Cc. v. Sc. -- Sc: o. Sc. m * 
p P] five 2equa- 


v. Se. 9— Ce g. Se. 0 H- 7T — 


2 E. 
: fo.5c.9 —Sc.o.Sc.m -- Cc.o, "usos 
tione redu&dta ———— — 7*7 7 00 MO9 Cem. Sc. 
f.Ccom 


Sc .?-I-7. Atqui ex circuli equatione locali p 5A gung AN 


Cc. 
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—— 
E] 


c.T Sc.o.Cce.m -- Cc.o.Sc.m 


Ergo Se. e-- 7r — : asiste. (E597 
—ÓÀ——ÁÁ——— 


Cc. o ev. Sc. o. Cc. m -. LV —Á1. S c. m— [Cc. o — V —1. Sc. e. Cc. m— Y —1. Sc. 
ET M96 9 Cem 731. Scr — [Cc o -V 1. Sc e. Cc m 71. Se. 


2r V —1 


Si poítremam hanc zquationem exprimentem S c. ? * 7 mul- 


tiplicatam per v—: primum addas zquationi exhibenti C c. 9 -- v, 
deinde ab. eade 


m detrahas, duo hzc theoremata nanciíceris. 


poen V—3. Sc. 9 . Cer a V — 1. Sc. er 
Ce. FT -E- Sci 9 p Li Cc 3- 1. Sc. 9 
Là 


——— Cc. o — V—3.Scp . Cc. — YV— 1. Sc. m 
Cc. o 7T —S [ ene: 
-- $c. e-- T. /—1— : 


Si quxras finum, & cofinum arcus 9 —7 , fatis erit, in fu- 
perioribus formulis mutare fignum Sc. v, reliquis non mutatis. 


Ratio; quz tradita eít in quantitatibus hyperbolicis ; valet etiam 
in circularibus, 


Formule quatuor, quas dixi quatuor theoremata exhibere, in- 
&entem przítrant ufum in multiplicandis ac d.videadis cum loga- 


rithmis, ium àrcubus circularibus. Etenim pofito 9 — - prove- 
niunt quatuor zquationes 


Cb.e--Sb.o* 
7 
Cb.o—Sb.o? 


u" 


Cb.209 --Sb.20 — 


CEUNWOTS Ll iai 


—————Á——— a 
—— .$-2- Y—1.5c.0 
Cc.20--/ —x.$e.20 — em mL - 


Fiat zquationum additio ; ac fubtractio, quam fignorum ambigui- 
tas videtur. poftulare 


oos edo agsiipieq eco doe 

(55 Sb. Ch.o —Sb.9 

SEE Bie oin SCA DL BB LS ume d, 
2rv 
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— Chb.e--Sb.o* —(Cb.e—Sb.o* 


Sb.29 — 
E 
: L—— z —R—  Ó € m 
Cc.o -- V —1.Seco -ECe.opom y —1.5S0c.0 
Ove. 29 — eL : EXC ORC CLANEUNENLI DUE (E 
2 
—— $0 MÀ 2 
am Cc.o CL vV- r.S$Sc.o9. —[Cc.o— v— (—1.$c.9 


2T 
Deinde fiat equationum additio ; ac fubtra&tio, poftquam ex- 
tracta fuerit radix quadrata , & invenietur 


Ch. HIPHETUEUMIIEIIHILUEM * 
21r 2 


DSL] 


Cp:ipuSPyvre -——[Cp.-ap- 52-29 


Li 


27 
ouem epum d S emn mt 
ETTLHEUEDENXIEMLZLLIEIEDE 
ar 2 
: —— e cu 
Cc.2092- v—1.90.29 mA dtt Leg P 


ir 2 


Duobus logarithmis, aut arcubus circularibus e, 7 tertius P 
addatur, & theoremata przbebuut ciem 


M SELL OI a mm E RET Ch.g 4- 7 -- Sb. e--v.Ch.u--Sb.p 
Clibsa-u ie Sb. eo E--M ———————————— 
Op cM — eU TC aor ISbap-e Y ob. Sb. 

Shop SQUE qum 


CER T ig n e 


o V I Verr DOIQET T- Y —1.Sc. 9-r.Cc. MN —1. -Sc4e 
OEEI-EuyScpcT-eB ILL LEE IM 


— 


Cc. 9--T—Y -1.Sc. em. Cc v —1.Se44 


———————————— 


Ce. 092-7 -- b — Y -13.86,0 7-7 F^ — e 


Sub- 
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Subfitue pro Cf. P. Sb.5-p*, dei pro Cb.e-r- 7 


— Sb.o--7 valores, quos prima duo theoremata prebent. Quod 


faciendum eft etiam in quantitatibus circularibus. Orientur porro 
nova hzc quatuor theoremata 


mE —— ——- — Che -- Sie . Ch. v 4- Sb m. Cb. s 2a- Sb. ps 
Cb. o-eT--& 4^ Sb. 9p — P iu iniit ei 


T 
DERE L—— —— Qbe-Ske. Chor -LSbar . Cb. — Si 
Ob exper Shape et cLur har Chu mI 


d 
^A 


Cc 0-—T-Ep 2 ad Sc "bomi Cc.9 -- v -1.Sc.Q. Ccor 4-y-I Scam. Cc.p- y 1 Sc. 


2 
" 


Cc. — v -1.8c.0. Cem V 1. Sc. T. Cc. p -v x. Sc.t. : 


Cc. 9--7--L—Y-1. Sc. 0 --U -LuE-— 2 


v 


. Ponantur vquales ?, 7, v, factaque ut antea equationum 
additione , & fubductione nafcentur 


Ji ETE Tm C Ed d 
CE. ae — Ch.e c $b.o -L 6Cb.e—Sb.e 


irt 

Cb.o-- Sb.o —[C5.o—Sb.o 

Sb.3e — —— D ADMEWETER AT or e 
27 

———————— 4 


Cc.o -- V—1.Sc.9 d- Cc.é— v—21.Sc.e 


Cc.39 — : 
2r 


Cc.o-- V-1.$c.0 —[Cc.e—Y—1.S8c.o 
GENEAEI TO EE VATI UT CT EM Ue 


; 3 
V —x.$c.39 — 


B 


27 


Si antequam addas, & fubtrahas zquationes , extrahas tertii gra- 
dus radicem , invenies 


A———————————— 4 ihocand rd ape e fene CD X 
C5.30 "c $b.39? - Ch.3e—Sb.309 ^ a E 
ors T Ntupiei : 07 URMRRDN OR, Hane à Noel Ao oi^ D ditm ; 
2 
— à 
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j 
— Sb. 


—[Ch.3e—55.3?0 


— 
27 d 


——€—MÓ—PHr 73 EUVUUGUDET e 
Cc.39 7- V —1.806.30 7c Cc.3o —*—1.8c.39 E Uie 


i M — 


€c.3o7- V—1.Sc.30. —[Cc. —vV—1.8c. XL 
39 : Amts T [ 3e 39 —Se.e/—t* 


Hc autem progreifus poteft , ut perfpicuum eít, in infinitum 
produci. Quare hz formulae generatim valebunt 


LOU UNS A 


— —————— n ——————————— n 
Cb.p-rSb.o —[Ch.e—Sb.o 


n—t 
2 


Sb.no — 


danni er NR 4| 1 e M rr udhismheE E 3 
Cc.2e — Cc.o ct Y—1.50.9 Sí.e—Y —1.8c.0- 
yg 7i 
PECEPSRUCI YU peret d quA D S TE " 
$c.no. /—1 zc Cc.o - V—1.S c. A ÉSDOURSAARE, .9c.9 ; 
433. 
Si 4 eft numerus integer ; aut unitas divifa per numerum inte 
grum; res eft clariffme demonftrata. In reliquis numeris ex iu 
ductione probata remanet. 
Quod íi cui hoc genus demonfílrationis minus arridet , affe- 
ram primum pro numer: fractis, cujus numerator non fit upl* 


tas; deinde pro negativis demonftrationem clariffimam ex fuperiot 
e : : n , N 
ribus deductam. Sit fractio — ——. Conftat ex fuperioribus 


Cb. — 


m 
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n ————————————— 9» 
Cb. apesb o ES (Op. 9 $5: 
sb "no — m m - m m 
m 25,í67I 
n n 
[) — o ? CP 
ges md *oM vc "Pure onend Mi DL e RUN 
no zd mM 1. Se m 23i m V á nm 
Quo c: 
21 


— n 


: — ? LIBE pesti LR 
— ne Cc. — p V/—3. $e. — (Cc.,, v/ Es366 5» 
y/-. $6.7 m —————————————————————————————7T 


Tre 
Atqui ex fupra demonftratis 
X x 
e Cb.o-- Sb.e ^ -d- Cb.o—-Sb.o" 
C rcd ANC MEE 
m ry 
zr" 
r cL 
? Cb.o* Sb.o " —(Chb.o-Sb.o"" 
Shi. ici: 
2r" 
L zLis 
EE m ge um nm 
o Cc.oo- V71.8c.9 ^ E Cc.o— V —1.Sc.0 
E iouis de YD MEE a RARE 
2 
— —I 
2r" 
z o 
TEE e Qc.o-- v—1.9c.o " —(Cc.o —Y —1.8c.0 $ 
Vi. $e. — — — EVA Sls apunte eus 
7» - e. 
: nm 


Qui valores fi in fuperioribus gquationibus fubftituantur ; expurga- 
ts, ut par eít , zquationibus invenientur 


n 
n Boc ed 
Cb.o--Sb.o "^ - Cb.o—Sb.e" 
Qi. ^9? — OEERU dn Lern 
b m dure 
n 
de Sb. 
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n n 


Sb no |— Cb.o-* $b.o "^ — [Ch.e — $b.o " 


mz 


"m 
» 


C.o 7E Y— 1.81.9 "P Cito —V—1.$c6.9 


n 
T 


vec np || Cc.o t Y7 1. $c. " — [C c.o — V—1.Sc.0 . 
-———. e 7707 — — —BÓ [c rná—————— —M 


m n 


— — ER 


2271" 


Quod erat demonftrandum . 


Quoad numeros negativos fac advertas , quod antea etiam notavi ; 
cofinum logarithmi , aut arcus negativi eundem eife, ac cofinum 
pofitivi; contra finum logarithmi y. aut arcus negativi effe quidem 


qualem íinui pofitivi ; fed tamen negativum . "Quamobrem vale- 
bunt hujufmodi formule 


———— »* I MERI. sm 

S Ch.o-7- Sb.o ToCI.9—Sp ege 

Ch.—1e — ————————————— 
ifto 


si fu [Ch.e-- Sb.o -- Cb.o-Sb.o. 


Cc.o- Y—1.8c.0. 7^ Cc. o — V—1.8c.0 


n-—t 
AT 


Cc.— 520 — 


L2 


——o A e e e LES 
[Cc.o?- V—1.Sc.p --Cc.o—v—1.Sc.e 
V —1. $e. —4e —— Cute CECUEIVERTNITTT 


^ 
"n-— KE 
2T 


Que formule in duas fractiones tranfmutari poífunt , in quibus 
negativum fit diviforis exponens , in hanc formam 
sd --r 
Ch.—a2Q 2 M ep 
2.Ch.o-- Sb.o a.Cb.o—Sbhb.o 
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-- 8 -- t ey ed- t 
ama: 4^ 
Sb.—n1e — ERECTUS IT z unif —————— -n^ 
2.Cb.e-7-Sb.e 2.Cb.o—Sb.e 
STE yox 
Cc —2o9— er sol 


s —— E ; 
2. Cc. e ^F Y— x.Sc. o 2. Cc. p — V — 1.56. 
—n--rt 
ru v 
V-—1. $c. —2e — C AA LETUE e —»s Tnt 
2. Cc. o -- V — 1. Sc. o 2. Cc. 9 — Y — 1. 8e. 9 
Si redigas fractiones hujufmodi ad eundem denominatorem 2 
c c — 2 1 : 
& pro communi divifore Cb.e —Sb.e , aut Cc.e -r Sc. e 
fubfituas rr illi zqualem «x natura hyperbole;, & circuli, in- 
venies zquationes quatuor, que probandz funt: fcilicet 


—á—Qa eu» dmm jj —  ——Á—Ó—  — DÀ 
Cb.o-—- Sb.o T o Cb.o-—Sb.e 
Cb.—22e -— zen c? xpo 

-—————————— -—H" —o—)3 
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Cc.o-- v—1.Sc.o Cc Cce.o- v —1.Sc.o 


CQc.—n519 — RIT 
2T 


—-Hü ———— 


"res Cc. -- Y-r,Sc., ES : ES 
DES Apu 9n» - CC 9 —V—1.Sc.0 


* 
au E 

Quamobrem veritas formularum , quas praemifimus , demonflrata 

eff in omnibus numeris rationalibus. Quod fpectat ad irrationales , 

poteft ea démonfítrari adbibito calculo inhnitefimali. Sed quum 

boc ad prafens infüitutum noftrum minime peruneat , fatis eft il- 

lam;ex inductione probaife. 

Pofiquam ea, quz necetfaria vifa funt , de finibus , & cofini- 
bus tum hyperbolicis ;, tum circularibus demonfliravimus ; ad no- 
ftrarum radicum confiructicnem propius accedamus . Radices hujuf- 
modi; uti conftat ex prma parte; plerumque hanc habent for- 

I 


uec m u—- 
b ; : P 
mam p— b -p Vb uu? En a? ; in qua p eft 


nu- 
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numerus indicans £radum zquationis ; ex qua radix extracta eft. 
Hc in qualibet hypothefi conftruenda eft per finus, & cofinus. 


Quod, ut elegantius fiat ; divido zquationem per 2, ut fit 
I I 


EB bb $ T P 
xm Vat 4-2 -V/—-—a , atque determino z 


dimidium radicis quefitz. 
In hypothefi prima ftatuo tam 2, quam b pofitivam. Dupli- 
à £3 bb is 
cem cafum in hac diftinguamus oportet: nam fi — 7 a? , nihil 
1 : E NE : bb o. P Asa. T 
imaginarii formula continebit; fi vero. — « a^ ; aderit radix ima- 
v. E 
ginaria. In primo cafu comparanda eft cum expreffione cofinus 
logarithmi fubmultipli, nempe cum Gb : c 


Y — 


L4 
Cb.o - Sb.o? -- Cb.e —S5. o? 


l . In fecundo cafu comparanda 


—-—1I 


2r? 


ert cum formula cofinus arcus fuübmultipli ;, nimirum cum 


Y T 
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1T 
Fiat primi cafus collatio , & habentur zquationes duc 


ue bb Q^ 2m Cb.o o Sb.o 
eue Map o TAE es 
" 4 [U-P 

yepEERL GCeE Sh: x 
BO2Vtb 4f m —5— 22t*, [gitur fatta additione, & 
z 4 r—p 
fubtra&one equationum 
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JE nn m Sb.o Q——2 ——— 
Bee 6n e LLARUS Em —-: atqui Chb.e — Sb.? 
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- ris " . Lb L^ b " 
—rr: Ergo fubítitutis valoribus — — —- -- 4" — /7 five 

4 E 1—ip 
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b 2, & finu toto c4". 


€o logarithmo; cujus cofinus — PTS 


2.4 
Hujufmodi itaque oritur conftructio. Defcripta hy perbola zqui- 
latera (Fig. x) cujus finus totus, feu femiaxis AC — a^ , abfcin- 
de CM ——: ; & excitetur finus MN. Ex punctis A; N in 


p—1 


2 
244a 


affymptotum demittantur normales AK, NP. Inter CK, CP 
inveniantur tot mediz proportionales , quot funt unitates in px, 
quarum prima fit CG. Ex G duc GE perpendicularem affymptoto 
tum finum EB, qui determinat cofinum C B — I ; 

. .. Si p fit numerus impár, prima ex mediis proportionalibus 
inter CK , CP, unicum tantum valorem habet realem: quare una 
tantum erit zquationis xadix realis. Si vero p fit numerus par, 
prima ex mediis proportionalibus duos valores zquales habet alte- 
rum pofitivum alterum negativum , nempe CG , Cg: quare etiam 


C». x duos valores quales habet nempe CB; C) primum pofi- 
tivum , fecundum | negativum : igitur etiam T. Ratio confiructio- 
" his ex fuperioribus abunde perfpicua eft. 
Fiat alterius cafus comparatio; & ex duabus zquationibus 
b — bb Cc.o -- V —1.Sc.9 
wd Voi Vut. bb o rt 
4 1—p 
T 
—— I EDI NE. Ge. — vy —1.Sc. 
EMezrDwore UT m TIVE 
z E] ,U—P 
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2 "lend 4 
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»Va — zs atqui Ce.e - 
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, five a! — yt, 
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— TY: Ergo iid --ab— — 
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& ,* —,., Itaque - erit Cc. ue dummodo finus totus — a? , 
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Ex his pleno alveo fluit conftru&io. Defcripto circulo ; cujus 


finus totus , feu radius (Fig. 2) CA — a? capiatur CM — 

e 

p eU & ducatur finus MN, erit AN arcus — e. Arcus hic 
1 

2.4 RO : i É : 

in tot partes dividatur, quot unitates infunt in numeró p; qua 


2 
Non unus tantum arcus AN , fed infiniti alii exiftunt arcus » 


rum prima fit AE — s Agatur finus EB, cofinus CB — zz. 


b 3 ; 
quorum cofinus eft CM — uo d DPS facta circumferentia 


a 
254 


circuli — c, & arcu AN — 9? omnes arcus ?, c -- 9, 26 2-95 
3c--9? ec. imo. & alii 9, —c-]-9, —2c-2- 9, — 3€ -l- ?, 
ec., qui, ut vides, numero infiniti funt , quos pariter fi dividas 
in partes p, invenies novos arcus A2E, A3E «c. quorum cofinus 


, ee «x 
C2B, C3B exhibent novos valores radicis — . . 
3 2 


Ne tamen putes, reales valores radicis —— effe numero infini- 
2 


tos: tof enim funt, quot unitates exfiftunt in numero p. Namque 
sn divifio arcus AN — 9 bifariam exhibet punctum pri- 
znum , divifio arcus c -]- € przebet punctum fecundum , quod op- 
ponitur ex diametro. puncto primo. Si dividatur arcus 2c -1- 9? 1n 
primum punctum denuo divifio cadit, fi dividatur arcus 3c -d- ? 
divifio cadit in fecundum punctum: atque ita deinceps ceter£ 
omnes divifiones non nova, fed eadem duo puncta femper detet- 


aminant, per que duz tantum radices reales I exhibentur. Si f 


— 3, divifio trium arcuum €, c 4-0, 2c $j- ? in partes squales 
tres, tria puncta E, 2E, 3E; reliquorum autem arcuum diviíio 
nes in hec eadem puncta cident. Quare tres dumtaxat habentur 
radices zquationis reales. Idem dic de cafibus reliquis. Nam pe* 
divifionem arcuum numero p inveniuntur puncta numero p: reli- 


quz.divifiones eadem puncta prebent: quare I tot valores habe" 


bit, quot unitates infunt in numero p. Quod quum notiffimum 
fit, pluribus explicandum non jud:co. 

Primz hypothefi affinis eft altera ; in qua fupponitur quidem 
a pofitiva; at P negativa. In hac íi fpeciei | mutetur fignum» 
hauc induit formam zquatio 


x — 
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ZLONRELAGIEHLOL AU SK o p eben nnt 


: gg, bb 

paranda eft cum cofinu logarithmi fubmultipli , fi — a^, cum 
uS. bb : 

Cofinu arcus fubmultipli, fi A T. Comparatio przbet valores 


€ofdem , ac hypothefis prima ; cum hoc tantum difcrimine ; quod 
Cofinus e provenit negativus; exiftente finu pofitivo. Quare in 

bb : . ^ : . 
cafu x 2^ hujufmodi oritur conftrüctio . Defcripta hyperbola 
zquilatera ( Fig. 3 ); cujus finus totus CA — a^, abfbinde CM 


: : E ON : 
-——,-,, dU& quoniam negativa inventa elt fumitur ad partem 
-—E 


2 


2.24 
cofinuum negativorum. Huic excitetur normalis MN ; quz fumi- 
tur ad partes finuum pofitivorum , quia finus inventus eft pofiti- 
vus. Ex N in a fymptotum CK demittatur normalis NP. Inter 
CK, & CP inveniantur tot mediz proportionales , quot funt uni- 
tates in numero p— 1, quarum prima fit CG. Normalis aífym- 


ptoto fit GE, & normalis axi fit EB cofinus CB; qui negativus 
^ 


eit, exit 
Z2 

Quoniam CG eít prima ex mediis proportionalibus inter CK 

pofitivam , & inter CP negativam, non femper realis eft , fed 

aliquando imaginaria. Itaque neceifarium eft hoc determinare. Si 

P íit numerus impar, inter CK, & CP inveniende erunt medis 
proportionales numero pares: atqui inter quantitatem pofitivam , 


& négativam numero pares medie proportionales poffibiles funt & 


reales ; quarum prima femper negativa eft: Ergo fi p eft numerus 
impar; CG erit realis, & negativa: Ergo etiam CB zqualis ra- 
dici " eft realis ;' & negativa. 


Verumtamen fi p fit numerus par, numero impares mediz 
Proport;ionales erunt inveniendze : atqui inter quantitatem pofiti- 
Vam; & negativam numero impares mediz proportionales non 
omnes reales (unt, fed prima; tertia; quinta ec. funt imagina- 
H2: Ergo quum CG prima eífe debeat, erit imaginaria, adeoque 


etiam CB —z - Itaque in-primo cafu fecundze hypothefis, fi p 
123 fit 


- ——— 
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fit impar, adeft una tantum radix realis negativa, fi p fit par, ra- 
dices omnes funt imaginariz. 


In fecundo cafu ejufdem hypothefis quum fcilicet - za , hac 
habetur confítruCtio, quz docet, omnes omnino radices effe reales. 


Defcripto circulo (Fig. 4), cujus finus totus, feu radius — a^  ab- 


fcindatur negativus cofinus CM — ; & excitetur pofitivus 


b 

p 
2.4 * 
finus MN. Arcus AN dividatur in partes zquales numcro p; 


quarum prima fit AE. Ducto finu EB, determinetur cofinus C B, 
qui erit una radix — A. Vocato arcu AN — 9, accipiantur arcus 
9; c-l-?, 2c-|- ? ec. tot, quot funt unitates in p, & facta ho- 
xum arcuum divifione in. partes zquales numero p, determinantur 
punda E, 2E, gE ec., que determinant omnes radices zquatio- 
nis CB, C2B, C3B ec. Superfluum eífet plures arcus. accipere» 
quia eadem prorfus puncta in divifione redirent . 

Tertia hypothefis , in qua b. pofitiva fit, a negativa, plures 
cafus nos diítinguere jubet. Primus cafus ftatuet numerum p im- 
parem. In hoc mutato figno fpeciei a, zquatio hanc induet 
formam 
L 
b bb b D P 
diced -PaP o 2L £y --a 


x 
L2 I 


-— » quz quum nihil 
imaginarii contineat ; ad hyperbolam efb referenda. Nonemo pri- 
moribus oculis formulam intuens fortaffe judicabit ; eam compa- 
randam eífe ciim expreflione cofinus logarithmi fubmultipli. Sed fi 
comparationem inftituat , cognofcet ftatim , finum totum imagina- 
rium oriri. Quod non indicat conítructionem eífe impoffibilem ; 
fed formulam non per cofinum , fed per finum hyperbolicum effe 
conítruendam. Quod ex eo poteras quoque colligere, quia fi fecus 
fieret , finus major effet cofinu ; quod in hyperbola omnino im- 
poffibile eft. 

Itaque ut formulam referamus ad finum , ita eam difponimus 

Li 


1 
P Vr b b P 
— » qu compa- 


z xau- 


bb b 
" iic um 


2 
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L x 
: Cb.o-- Sb.o ? —[Ch.o —Sb.o? 
randa eft cum fequenti Sb. z ————————————. 


Collatio fufficit zquationes duas 


bb P b Cb.o 7- Sb.o 
"cba pint 


prx 


bb b Cb.o —Sb. : AERE 
Pu at — uo ue leo , ex quibus propter ambiguita- 
U-—E 
Li 
S " UXOEPEURIS Ch.o Sb. z 
tem fignorum provenit - -L- a? — i z atqui 


— b] l- 
f 


v P 


Defcribe hyperbolam, cujus finus totus CA — a^; duc AK 


b 
(Fig. 1) normalem aífymptoto; accommoda. finum MN — Tum. 


zt 


& demitte in affymptotum normalem NP. Inter CK; CP inveni 
CG primam ex tot mediis proportionalibus, quot funt unitates 
ii numero p— 1. In cafu autem p imparis hzc femper realis eft, 
& unica. Ex G fit GE perpendicularis aífymptoto, & ex E duca- 


tur finus EB , qui erit — - nempe radici quzíitz. 


, Quum p eft numerus par, admonuimus in prima. parte mu- 
tari formulaàm aliquantum ; & hanc valere 
Li I 


—— — 


P 


——4q 


i VPTEETA b bb P 
nde EPA T Ri 


onftat 
3 » quam c ad 


bb . ep. 
finum eife referendam. In hac vel X a^, & formula. nihil con- 
paese imaginarii, atque hic erit tertie hypothefis cafus alter; 
re P : : ; : 
vel 4 «4 » & imaginaria radix formulam afficiet . 


la fecundo cafu comparanda. eft cum formula. finus Ll m 
ub. 
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fubmultipli . Comparatio autem inftituta dabit 3 zo Ch.e 
2 


STE 
bb PI Sb.o 2 ix ftru&i : 
*;—-a4 — Acre 4^ — r. Quare conftructio parum dif- 
fert a fuperiore. Nam defcripta ut fupra ( Fig. x) hyperbola ab- 


fcinde C M — S ID & duc finum MN, & ex N perpendi- 


z 
2.q« 


cularem affymptoto NP. Inter CK , & CP determina CG pri- 
mam ex tot mediis proportionalibus , quot unitates continet p— 
x; tum ordina ailfymptoto rectam G E, & axi finum EB, hic 
d&quabit - zquationis radicem. 


Quoniam p—: ponitur numerus impar, duz erunt primz 
mediz proportionales inter C K, CP, zquales quidem ; fed altera 
pofitiva, altera negativa, nempe CG, Cg: quare due etiam ra: 
dices — 5 , nempe EB pofitiva, & e) negativa. 


"OT 3 qGESINLULA P. . : : 
Si in formula fuperiori 77 — 4" , imaginarie radices appare- 


bunt. Elegantiz cauffa ita difponatur 


T 
—. 


mura peii y Ut 


hxc poffit comparari cum expreíffione finus arcus fubmultipli, mul- 
tiplicetur. per /— x 
"po5? — 4 
4 Le $0 — — —Xt. 


Si v x elevetur ad poteítatem p parem poteft exhibere & nm 
& — 31. Dabit -- x» fi p fit ex hac ferie 4, 8, x2, 10, 20:68 
hoc eft pariter par. Prabebit — x, fi p fit ex ferie 2, 6, xo» 
x4» 18 ec. ideft impariter par. 


Sit p pariter par, atque hic fit tertie hypothefis cafus tertius. 


In hoc cafu v —3 elevata ad poteflatem p, & opportune multi- 
plicat nihil mutat tezminos,. Erit itaque 


d 
— 
L] 


Fiat collatio cum expreffione arcus fubmultipli, & oriuntur zqua- 
tiones due ; 

b IE Cc.o t - V —a1. Sc.Q 

e E p rei AT) 7 MIS GT Tode poa iA 

2 [EY Va IL nes. 

T 

b m " bb €c.o — V —x.Sc.0 
— —y-—-xWa —--— 

2 v M LJ T —P 


. Ex quibus propter 


DE b 
ambiguitatem fignorum he nafcuntur "x 


Confiru&io fimilis eft fuperiori, Nam in circulo (Fig. 2) 


: z b 
&ujus finus totus — 2? , fume cofinum C M — — Ls & duc fi- 


2.0 * 
num MN. Arcum AN divide in partes quales numero p, qua- 
rum prima fit AE, finus EB — f. Radix hzc realis non eft 


unica, fed tot habeatur, quot unitates funt in numero p. Inve- 
niuntur per divifionem arcuum 9, c-4-9?, 2e€-|-9?, 3c-1-? ec., 
ut ex fuperioribus manifeítum eft , fi AN — o. 


Hujufce hy pothefis cafus quartus, & ultimus ponit, numerum 


p eífe im;ariter parem , quo in cafu quum ,/—x elata ad poteita- 
tem p praebeat — i ; formula in hanc mutatur 


Si hec coaferatur cum expreffione finus arcus fubmultipli eedem 
determinationes provenient , quae iu cafu fuperiore cum hoc tan- 
tum 
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tum difcrimine , quod tam Cc. e, quam Sc. e negativus exurget. 
Quare hac orietur conftru&tio. 


z 

In circulo ; cujus finus totus ( Fig. 8) CA — a^, ad partes 

—1. —., & duc MN ad 
Li 


P— 
2 


cofinuum negativorum abfcinde CM — 


2.8 

partes negativorum finuum. Arcum AzN divide in partes zquales 
. . x 

numero p; quarum prima fit AE , cujus finus EB — -7z unam ex 


quzfitis radicibus. Reliquas eodem modo invenies per divifionem 
arcuum c -J- 9, 2c -1- 0, 3c -|- ? ec. ; quemadmodum fupra deter- 
minavimus pofito arcu AaN — 9. 

Quartam;, & ultimam hypothefim ; in qua non minus 45 
quam P negativa eft, quia fimilis eft priori, breviter expedio. In 


primo cafu fupponente p numerum imparem hzc habetur formula 
1 L : 
"n p? v5 p b 
dE mo m I 
enm - : que collata 


cum expreffione finus logarithmi fuübmultipli eafdem determina- * 
tiones prebet ac in hypothefi fuperiore cum hoc tantum difcrimi- 
ne, quod Sb.e (Fig.5) evadit negativus. Quare in eadem hyper- 


bola ad partes negativorum finuum applicetur MN — 


2.G 3 


ducta in affymptotum normali NP inveniatur CG prima ex tof 
mediis proportionalibus, quot unitates funt in p— 1; quz exiften- 
te p impari unica eit. Agatur aífymptoto normalis GE; & finus 
EB; qui zquabit radicem —. 


In fecundo cafu; quum p eft par; & - ca^ hzc formula 


14 


b bb " 
p E-EVEL, 


—— 


valet -— — 
* 2 
przbet eafdem determinationes, fed tam Cb. e, quam S5. o eva 


dit negativus. Quare ad partes cofinuum negativorum accipienda 
eft 
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p-—i:? Bgendus finus MN ad partes negativorum., 


2.4 


& ducenda normalis affymptoto NP. Inter CK pofitivam & 
CP negativam invenienda effet prima ex mediis proportionalibus 
P1. Verum quum p eft numerus par, hzc eft imaginaria. Qua- 
€ in hoc cafu radices omnes I imaginari funt. 
In tertio cafu, ubi ^^ 

4 


«al, & p e(t numerus pariter pat» 
formula eft hujufmodi 


2 r 
zl — P 

: Ea. 

— (Mors ü gá 


? 
2 


in qua Cc.e negativus eft, & Sc.o pofitivus ( Fig. 4). Quare 


x 
in eodem circulo radii — 42 ; fume negativum cofinum CM 


— 
— o ————— 


P—o & pofitivum finum MN. Divide arum AN —e 


2.4 


in partes equales numero p, quarum prima fit AE. Hujus finus 
EB zquabit radicem — , & fimilis divifio arcuum c-1-€5 2c -1- 9» 
3c —-* ec. reliquas radices prebebit. 


, In quarto cafu, in quo iifdem fuppofitis p eft numerus impa- 
Xiter par; formu!a hzc obtinetur 


m 
4 
Si fiat collatio cum expreiti 


one finus arcus fubmultipli, invenietur 
€.9 pofitivus, at Sc 


.9 negativus, Quare ad partes pofitivorum 


: b 2. 
cofinuum (Fig. 6) fumpto CM — AE agatur finus negativus 


2.28 
—39 dividatur in partes equales p , quatum pri- 
ma fit AE, Ejus finus EB exhibet radicem z. Reliquas radices 


MN. Arcus AaN 


M ( omnes 


90 Vincentii "Riccati. 


(omnes enim funt reales) invenies per divifionem arcuum e--*; 
2€ 1-9?» 3€ -l- ? ec. , quemadmodum fupra monuimus. 


Si p fit numerus compofitus , monuimus in prima parte 
squationem refolvi poffe refolutis pluribus ejus gradus, quem in* 
dicant numeri componentes. Hoc ipfum conflructio tradita edoce 
re potuiffet. Hzc enim innititur omnis vel in divifione arcus cir 
cularis in partes zquales numero p, vel in inventione tot media 
rum proportionalium ínter duas datas, quot funt unitates in nu- 
mero p— r1. Utrumque autem problema per partes refolvi poteft ; 
fi p fit numerus compofitus. Nam quod fpectat ad arcum circula 
rem: fit p numerus compofitus ex numeris r, s. Dividatur pri- 
mum arcus in partes zquales numero y; tum fingu'e hz partes di- 
vidantur in partes numero s. Manifeftum eít, arcum fore divifum 


in partes numero ys — p. Idem dic fi plures , quam duo; eífent 
numeri componentes. 


Quod pertinet ad inventionem plurium mediarum proportio- 
nalium: inter duas datas fac invenias medias proportionales nw 
mero r— 1, quz fimul cum duabus datis efficient quantitates nu- 
nero r-]-x ; & inter bas quantitates inerunt intervalla numero 
y. In fingulis intervallis tot proportionales medias colloca , quof 
habet unitates » — x. Numerus barum proportionalium zquabit 
yr, qui numerus additus numero earum , que antea invent£ 
funt nempe cum r—x dat fummam vr; — y -|- y —x — y 4 — 
— p — x. Idem ratiocinium valet; fi plures, quam duo, effent 
numeri componentes. 


Non defunt methodi cum £eometrice , tum mechanice divi- 
vendi arcum in partes zquales, & inveniendi plures medias pro- 
portionales inter duas datas. Quare conftru&tio hzc noftra, qu£ 
utitur vel divifione arcus in partes zquales; vel inventione plu 
rium mediarum proportionalium ; z:quationem , ut ajebant veteres» 
ad locos jam refolutos perducit. Non fum nefcius, zquationes » 
quas conftruximus per finus , aut cofinus hyperbolicos, poífe fine 
eorum auxilio per medias proportionales abfolvi. Etenim formulà 


Li 
b "Y "4 : ; 
-— ue ; quam folum zquationes refolutz continent? 
inventis mediis proportionalibus p — x intér duas datas conftruitut* 


; : P sis. : 2 
Pone enim D f5»;&a-g, formula mutabitur in hanc? 


fJ - 


Opufculum lV. 9t 


Y 

E E t S x x: we 
P 2 P p—t 2p 
"i zt Vf P g? : five f T B uM cuin GA. 
: £f 
€t prima ex mediis proportionalibus p —x inter duas datas f pri- 

iid 

ap-a ultimam. Ad hanc autem smetho- 
f 


; atqui heG 


mam; & FS 


dum neceife eft confugere in illis cafibus , in quibus noftra def- 


Cit. Namque íi aut a o, aut M5 .. 4 — 0, nofire formule 
L 


funt fimpliciores ; fed ipfa earum fimplicitas non finit , ut finus, 
& cofinus hyperbolici habeant utilitatem. Quare immediate per 
inventionem mediarum proportionalium &quatio erit conftruenda . 

Exceptis duobus hifce cafibus fatius judicavi , adhibere metho- 
um cofinuum , & [inuum hyperbolicorum tum quia perelegans 
mihi vifa eft , tum quia cuftodit mirifice analogiam cum conitru- 

ione, qux abfolvitur per divifionem axcus circularis . 

Omittendum non eft, quod in determinato quovis circulo , 
atque hyperbola peragi conítructio poteft. Namque fit circulus , 
àut hyperbola , cujus finus totus fit — f. Fiat ut a2 : f 1: — 


P—t 
L3 


L 
b 
. Quum cox debeat effe finus, aut cofinus arcus, feu lo. 
—It 


P z 


garithmi e fumpto finu toto — ai » erit Í* finus, aut cofinus 


£ 
2 


arcus ; feu logarithmi refpondentis fumpto finu toto — f. Hunc 
autem vocemus — 7. luveniatur finus ; aut coíinus arcus , feu lo- 
L3 


" NT t ái 
garithimi me Tum denuo fat * ad a^ ita finus, aut cofinus arcus, 


3 : T - E : . 
feu logarithmi » ad tinum ; aut cofinum arcus, feu logarithmi 
— 1 ] EE . C . x 
p? Qui fiet cognitus : igitur cognita quoque fiet radix — 


.  .Hzc animadv 
tonum radices op 


- 


erfio viam fternit ad inveniendas noftrarum gequa- 
€ tabularum , quarum alique jum conitructz funt , 
"jas haud diificulter coniirui poifunt. Loguamur primum de llis 
a &qua- 
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zquationibus ; que conílruuntur per divifionem arcuum circula 
rium; tabulas enim arcuum confiructas habemus. Sed quoniam 
in tabulis non habemus finus, aut cofinus arcuum fuperantium 
quadrantem ; hec animadvertenda erunt. Si arcus minor fit qua- 
drante; finum ; & cofinum habet pofitivum: fi major fit quadran* 
te, minor femicircumferentia , habet finum, & cofinum zqualem 
finui, & cofinui arcus femicircumferentiam complentis , fed finus 
pofitive accipiendus eft, negative cofinus . Si arcus fuperet femi- 
circumferentiam ; fed minor fit tribus quadrantibus babebit finum » 
& cofinum eofdem , ac arcus, qui eít differentia inter datum & 
femicircumferentiam , fed uterque negative capiendus eft; denique 
fi arcus major fit tribus quadrantibus , habebit finum negativum ; 
cofinum pofitivum , at eofdem, ac arcus, qui fimul cum illo cir- 
cumferentiam complet. Idem ordo redit, íi accipiantur arcus 
circumferentia majores. Quare viceverfa fi tam finus, quam cofi- - 
nus pofitivus fif, arcus minor erif quadrante; íi finus pofitivuss 
cofinus negativus, arcus minor erit femicircumferentia , fed ma* 
jor quadrante; íi uterque negativus eft, arcus fuperabit femicir- 
cumferentiam , fed deficiet a tribus quadrantibus; demum fi cofi- 
nus pofitivus fit; finus negativus, arcus major erit quadrantibus 
tribus, fed minor circumferentia: arcus autem minor quadrante 
habens zqualem finum ; & cofinum zquabit differentiam inter 
circumferentiam ; aut femicircumferentiam & arcum quzfitum- 
Hifce autem arcubus potes circumferentiam integram toties adde- 
xe, quoties volueris. 


His animadverfis confiderato finu toto f — x inveni in tabu* 
: R b - : : h 
lis cofinum — eS refpondebit arcus minor quadrante in ta* 


z 
4 


bulis. Accipe vel hunc, vel differentiam femicircumferentie ; & 
hujus, vel fummam femicircumferentie & hujus, vel differentiam 
inter hunc & circumferentiam ; prout finus , aut cofinus negati- 
vi, aut pofitivi expofcunt. Hac ratione determinabis arcum 75 


à T s - 
inveni in tabulis arcum pe cujus finum ; aut cofinum ex iifdem 


l1 


tabulis determinabis. Hunc multiplica per a^ , & invenies pef 


approximationem radicem -—. Eodem modo reliquas radices nan* 
cifcers. 


Eodem modo 2quationes illas approximando refolves, quz in" 
digent 
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digent finibus, & cofinibus hyperbolicis. Sed prius neceffe effet ta- 
bulam conftruere finus hofce & cofinus exhibentem. In prima colum- 
na coníftituendi eifent numeri unitate tum majores ; tum minores. In 
fecunda eorum logarithmi defumpti in eo fyftemate, in quo proto- 


numerus — —— , fubtangens — x, quorum inveniendorum ratio- 
va 


nem alio loco docui. Imo ex ipfis logarithmis, qui vulgo di- 
cuntur hyperbolici ; hi, quos analogos voco; facillime deducuntur. 
n tertia, & quarta columna collocandi funt finus, & cofinus hy- 
perbolici, quorum inveniendorum methodum expeditam feries ex- 
hibebunt. Columnis his addere potes quintam, & fextam conti- 
nentem tangentes, & fecantes hyperbolicas, quz tametfi refolven- 
dis noflris zquationibus .non inferviant, tamen in permultis aliis 
inquifitionibus habere poífunt utilitatem . 


. n ^ - * 
Quifque videt ; logarithmos numerorum majorum quam TT 


— 


pofitivos fore , eorumque finus; & cofinus effe pariter pofitivos. 
Verum numeri minores, quam —— , logarithmos habebunt nega- 
va 


tivos, quorum cofinus pofitivi erunt; finus autem negativi . Nega- 
vos numeros tabula non complectitur. Sed hzc tenenda funt. Si 


numerus negativus fit, & minor —t , logarithmus negativus erit 
va 


cofinus negativus ; finus autem pofitivus. Si numerus negativus 


major fit -— , logarithmus , finus, & cofinus erunt negativi . 
va 


Ceterum logarithmi, finus, & cofinus refpondentes numeris ne- 
£auvis zquales funt illis, qui refpondent numeris pofitivis. 

Si conftructas hafce tabulas haberemus, hoc modo inveniren- 
tur zquatonum radices. Inveni in tabulis finum, aut cofinum , 


prout calculus poftulat,; zqualem — ; fumo enim f—x. Si tam 


a 
4 


finus ; quam cofinus fuerit pofitivus, accipe illum , qui refpondet 
numéro majori quam .L.. $Si cofinus fuerit pofitivus, finus ne- 
va 
£atvus; illum accipe, qui refpondet numero minori quam ——. 
va 


Tum cape in fabula logarithmum xefpondentem; qui in E 
caiu 
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cafu pofitivus erit; in aitero negativus. $i tam finus quam cofi- 

nus foret negativus ;. primus logarithmus accipiendus eífet , fed 

negativé. Si cofinus negativus foret, finus pofitivus , capiendus 

effet alter, fed negative. Inventum ita logarithmum ^ divide in 

partes p; & huic parti zqualem accipe in tabula logaritbmum ;» 

cui refpondentem finum , aut cofinum nota; hunc multiplica per 
E1 


4^ , & invenies per approximationem radicem I 


Verum hanc regulam tene, ne utens fabulis incidas in erro- 
rem. Si p fit numerus impar, una femper habetur radix realis; 
quz ; fi exprimatur per cofinum, pofitiva erit, C b. e exiftente pofiti- 


vo, Íi exprimatur per finum, Sb. 9 pofitivo exiftente, & verfa 
vice. Si p fit numerus par, aut duplex erit radix pofitiva & ne- 
£ativa, aut nulla; duplex; fi Ch. e pofitivus fuerit , nulla, fi idem 
fuerit negativus. Hanc tibi regulam fequenti tabule vero proxi- 
mas radices fuppeditabunt. 


Quz dicta funt de noftris ;squationibus , complectuntur zqua- 
tiones omnes tertii £radus , quz ut noftro canoni fubfíint, nihil 
requiritur aliud, nifi ut careant fecundo termino. Hzc autem 
couditio femper poteft obtineri. Quamobrem zquationes omnes 
tertir giadus refolvuntur per divifionem arcus circularis , aut loga- 
rithmi analogi in partes tres; feu fi ad conftruc;onem | geometri- 
cam mavis accedere , per divifionem arcus in tres partes , aut perf 
inventionem duarum mediarum proportionalium inter duas datas. 
Quz autem zquationes altiorum' graduum fimili znethodo refol- 
vautur, opuículum hcc planiffime declaravit. (a) 


OPU- 


Ca) Seripfi initio bujus opufculi ,, methodum  refolvendi aquationem 
quadrato-quadraticam , qua legitur in opere Rafaelis Bombellii , a Chrijiia- 
n0 Wolfio tribui Ludovico cuidam Ferrarienf. Quum Wolfi autforitati 
non admodum fiderem ,' interrogavi Joannem .Andrcam | Barottum » quem 
Ferrarienfium. litteratorum monumenta collegiffé accipio , qui[nam effet Lu- 
dovicus bic Ferrarienfrs , € quonam argumento tam illuftris. inventio ill; effet 
referenda . Refyondit vir bumaniffimus eque, ac do&tiffimus , falli fine. du- 
bio Woifium , 6 ad Ludwvicum de Ferraris, qui patria Ferrarienfas non 
ej? , eam. merbodum pertinere , ut apertis verbis teflatur Hieronymus Car- 
damus. Reapfe Cardamus lib. x de Aritbmetita. cap. 39 resula fecunda z 
Alia, inquit, eft regula nobilior pracedente , & eft Ludovici de Ferrariis 
qui eam me rogante invenit , & per cam habemus omnes zítimationes 
Íorma capitulorum quad-quadrati , & quadrati rerum , & numeri, vel 
quad-quadrati , Cubi, quadrati ; & numceri cc. 


OPUSCULUM QUINTUM. 


Solutio Problematis 
ad methodum Tanpentium inverfam pertinentis, 


Dzfouifrtio mathematica . 


Ropofitum olim fuerat in familiari fermone a viro in rebus 
analyticis fatis verfato problema pertinens ad Tangentium 
inveríam methodum, quod a fe tentatum fzpius ajebat , fo- 

lutum autem eífe ingenue negabat. Problema vero (Fig. x) erat 
hujufmodi. Datis duobus pun&is A, C, quorum alterum fit in 
data recta CI, invenire curvam AG F tranfeuntem per punctum 

» cujus proprietas fit , ut ducta tangente qualibet G T pars cur- 
ve AG zquet rectam C T. 

Hoc ubi mihi renunciatum eft , copi pro virili parte rem ag- 
£redi, neque non ex fententia. Namque brevi folutionem nactus , 
quam in hoc opufculo primum exponam, eam viri clari(fimi » qui 
Problema propofuerat , judicio, atque cenfurz fubjeci. 

Deinceps hac folutione perfecta problema magis late patens 
mihi propofui; quum fcilicet pars curve AG eífet ad rectam C'T 
in qualibet data ratione. Quod problema majus mihi negotium 
fecit: nam & in feparandis incognitis zquationis differentialis , & 
in concilianda calculo facilitate , atque elegantia, otii, atque ope- 
*z fateor me multum confumpfiife. Sed novas Íepius methodos in 
periculum traducens, atque utilia quedam analyfeos adjumenta in 
fubfidium vocans, quid tandem affequutus fuerim ; penes equum 
lectorem Geometram judicium fit. Ego jam ad rem propius acce- 
dens; primum naturam ejus curve patefaciam ,' qux poftulat ut 


AG zquet CT, deinde earum, quz poítulant, ut ez linee fint . 


in qualibet data ratione. 


Verum ad preparandam analyfim omnes quotquot funt con- 
Jungens ita communi quadam notione enunciandum puto; quod 


propofitum eft. 
PROBLEM A. 


Datis duobus punctis A, C, quorum alterum pofitum eít in 
data recta CI, oportet invenire curvam AGF tranfeuntem per 


pun- 


— ÀÓ —À— 


——— 
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punctum A; cujus proprietas fit, ut ducta qualibet tangente G T 
pars curve AG fit ad re&tarm C'T. in couftanti qualibet ratione. 
Si conjungantur puncta A; C linea reCta , perfpicuum ett ab 
hac tangi curvam in puncto A. Per idem pun&um A agatur AB 
parallea CT, & cx puncto C in hafce parallelas ducatur perpen- 
dicularis CB, Ex quolibet pun&o G quzfitz curve AGF intelli- 
gatur ducta tangens G T ; item ex puncto g priori infinite proxi- 
mo ducatur alia tangens gt, que producta cum priori concurret 
in puncto 2. Facto centro in i intervallo i£ defcribatur minimus 
arcus circuli r7. Ex punctis G, g agantur GO, go parallel 
BC. Item parallela re&x AB fit GK fecans og in b, que con 
currat in K cum linea, qus ex puncto T ducitur parallela B C. 
Quum pars curve AG. ad rectam C T. debeat eífe in definita 
quadam, ratione; quam nominabo r: 2, etiam elementum Ge ad 
elementum "Tz erit in eadem ratione x:z: Ergo Tr — z. Ga. 
Sed productis GT, B C donec concurrant in H. eit T£ : TJ :: 
TH:CT,fve::Gg:Gb: Ergo quando Tr —z.Ge, neceffe 
eft, ut T7] — 2. Gb. Sed notum eit , duarum tangentium G F5 
gt differentiam — — Gg — T/: Ergo tangentium differentia 
——Gg-—4.Gb. Ergo invenitur per methodum fummatoriam 
tangens G'T — M. — AG — 4. AO M eft conttans addita, quz 
ut determinetur, advertendum eft feri G'T — AC. evanefcentibus 
AG, AO. Quare tangens GT — AC — AG — 2. AO. 
Similiter GK — AB — CT — AO-——AB-—z.AG— AO. 
Jam vero GT : GK :: Gg : Gb, five 
AC — AG —2.AO0: AB —z.AG —AO ::Gg :Gb. Vocetur 
jam AC -——a, AB— b, AG — 5; AO— x, Gg — ds, Oo — 
Gb — dx. Quare habebitur formula a — 5 — zux:b—a25— x:* 


dr:dx , €x qua oritur aquatio 
ü—i[j-nXx 


GT, dx dt. 


Hzc zquatio pertinet ad omnes curvas, quacumque tandem 
fit propertio curve AG ad rectam C'T. Verum analyfi hoc pacto 
preparata oportét jam feparare cafus; G fingulos feoríim  pertra" 
C(tare. Supponamus primum curvam AG rc&z C'T zqualem eife 
oportere; qua in hypoihefi ict 4 — 1: Ergo zquatio prima muta* 
bitur in fecundam. 


(2) ————-. dx — ds. 


b—-:—o ^ 
In hoc prxeeipue collecanda eft opera, ut in fecunda zquationt 
incognitz feparentur. Quam ob rem methodum ceníeo ineundamt 
lon- 
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longiotem quidem, fed rei, qua de agimus; magis accommoda- 
tam. Sit BC — c, & locum habebit zquatio 


(3) aa — bb -- cc. : 
Item fit GO — y, & KT —c— y. Ob angulum rectum K erit 


GT* —GK' -L TK, five analytice 


C OPIDO e lE — ÁÁ— ———— 3 
44—2a4.5--X--:-p-x ——bbab.s-px-s--x -d-c0720y 372): 
Ergo deletis delendis 


&& —2a4.f$--x — bb—2b.:s-I-x-ce —2cy 4-7) y: atque 


hac dempta ex tertia fiet s-]- x — T . Quo expeditior fat 
inethodus accipe zquationem 
209—939 .— 
perg y ci a 
Itaque erit s-]- x — z: quam formulam tanquam fubfidia- 
riam adhibens, fac arceas ab zquatione fecunda fpeciem s, & 


fiet LL .dx — dz—dx, five adx — zdx -- D dixe 


b—zcz 


bdz—zdz, five 2dx — PUTECERG: 


-17 


Quam xquationem íi integres, obtinebis formulam 


PU : : 2s : 
(s)ax — z -r- pe — 2: qui logarithmus accipiendus eít in 


logifti jus fubt — £—i, atque ita accipiend 
ognuuca, cujus iubtangens — -—,-—-5 atque ita accipiendus ;. ut ; 
dum evaneícit x , etiam z evanefcat . 


Ex przemiífa Analyfi , atque przparatione oritur hujufmodi 
conftructio. Duétis duabus lineis parallelis ( Fig. 2) LP, VR, 


quarum diftantia — * »: *, cum affymptoto VR defcribe logifti- 
cam ML, cujus fubtangens fit — L. Curva hzc fecabit alte- 


xam ex parallelis in L: ex quo puncto inclinetur LR ad angulum 
femirectum ; & ducatur LV parallelis perpend:cularis . Si ex quo- 
libet puncto M ducantur MNP, & MQ , altera normalis; altera 
parallela re&te LP; tunc MP, vel LQ reprzfentantibus z, MN 
xeprefentabunt 2x. Nam quum crt — z minor fit ^ —— ; cujus 
logarithmus poni debet — o logarithmus E —z tanquam ne- 


Bativus accipiendus eít, ac propterea detrahendus a z, ut invenia- 
Uu az, N Si 
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Si jam formulam quartam tibi proponas, nimirum HMiLlB 
24 — 2 


— z» invenies 2€ y — y y — 24 — 25.2, five ce —2cy -4- y 
— ———7 5 
m—vec—24-Lab.z — 2a-—ab.t 
bolam, atcue hoc pacto conftruitur. Accipe VS — c, & vertice 
S parametro 22 — 2b , hoc eft quadrupla fubtangentis logifticze , 
defcribe parabolam ; quz tranfeat per punctum L neceffe eft. Jam 
vero LO — 25 X Q Ey 
Igitur fi curvam conftruas, cujus abfciffe zsquent dimidium 
rectarum MN , ordinatz autem zquent X Q ( Fig. 1), ea curva 
orietur, quam quirimus; qus compofita eft xamis duobus fimili- 
bus, & zqualibus MGE, zgf; qui ex una parte habent pro af- 
fymptoto rectam CI, ex altera in infinitum recedunt a lineis ; 
BA;ba. 


Si hujufce curve , quam defcripfimus , aveas habere zquatio- 
nem ditferentialem in quintam squationem introduc valorem z da- 
- c 36)—)J *cEP Rtyct y» 

tum per quartam, & habebis 2x — PUT E EET. V DM NE. 
Qua differentiata poft neceffarias operationes invenies &quationem 


—dyce—)y Ets dy.a-b 
UD efp o dor DS 


— z, que eft ad para- 


pro aquatione differentiali curve 


uclite. 
Brevior adhuc fiet, fi ponas e — y — s, & — dy —du, & 
fiet zquatio curve quelite. 
—udu dx. 


(7) 2 dx lI IL lp E 


a—b u 
Defcendamus jam ad alterum cafum , quando fcilicet AG eft: 
CT::AB: AC5 quo in cafu .nsceife eft) ut.fit b:a::24zx5 
five j| — za. Jam vero ad feparandas indeterminatas in formula 
à— nx 


E 4 — [- » e. 
prima —— — — — .dx — ds fac utaris fubílitutione ; quz contine- 


b— 


tur in zquatione 
(8)5—25-——x-— zx: 
b—wa—Xxx —dx—zlis-—zxdz 


Ergo z zd, dc — dr, quibus. valo 


n 


: 3 m j Nu zb T» 
ibus in equatione prima fubítitutis erit —— —  * * ?*—" * qx 
1 P 


nox 
—dx-—ntix—x4xz 


"pim x » & multiplicando per 2; & delendo termi- 
008 
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1 
-T]-zx—no x 
ND AT S OX 
2X 


——— dx—zdx—xdz,fivex--z—mw-Lz-rEz.d4dx--—xzdz, 


€X qua provenit 
dx —7z4d4 
(» 


nos n2 — b, qui ex hypothefi fefe deftruunt erit 


* E z*--az--gew s 
Hzc autem zquatio, in qua incognite feparatz funt, ut in- 
tegrabilis fiat, difponenda eft in hunc modum 
1--5 
2n 
z--1--n : à 2 
Q ;, factoque tranfitu a logarithmis ad numeros habebitur 


-—dz 
» qua integrata cum additione con- 


Yen 
— Q.2--r:r—nmn in 
Gam pae 
zZ--r--n 2 
Jam vero quum fit KT: KG::5bg:bG, five analytice 
dx 


vocc d. . 
e— ibn aiidyidz, erit —3 zzz) €X xquatione 


y - E dy 
o&ava fubftitue prob—7;-—x,; ejus valorem xz , & habebis ey 
Ba : ; 4 : : 

-— E in quam introduc valorem L datum in zquatione nona, 
—d42 


221--22£--11-—nn 
iori 


2n . . 
-- 2p: Qua integrata cum addi- 
t;one conflantis P, factoque tranfitu a logarithmis ad numeros 


habetur 


e s 4y : : ; 
& invenies 3 » quam; ut integres,; ita difpo- 


E 
(1x) t—) pu 


Z--(:—nainu 


Verum íine ulla limitatione proponamus nobis zquationem 


fecundam E .dx — ds: ad quam refolvendam ufurpetur 
—ni—x 


Primo fubflitutio, quz continetur in zquatione 


b 2 
SONT pai. » qua dabit 


n"n-—wrx 
Na 


-dtzds, ive 
n b—na 
— —nfr—t 
pn»nor 


Qus s$quatio prorfus (fimilis eft fecundz pro cafu; quod b — 24» 
ut confideranti palam fiet. 


lique fi per eandem methodum utaris fuübftitutione 


n* b — "d ? . * 
(13) — ns — t — tz invenies zquationes 
LE S d 


OTENE —zdZ x titer T Ke 
derat reme iam IUTE 


quibus, fi ponatur valor z datus per x in zquatione 12, prodibunt 
xquationes 


22--i12--1—nsn? 


f—nHu 


adc inii dii] assciunt 
Q.z--1-—n in 


1-5 
zd-r:-50 ?" 
Jam vero, ut fupra oftlenfum eft ; quum fit e — y: b—x—a* 


b—na 


D:dy:dx erit ex zquatione duodecima c— y : b —L- —Á— 


2? 
n b—na : H 
nac —t-eni::dy:dx—cdt, five ex decima tertia 
4d dt - ^ 
X. — T: Ergo ex decimaquarta 
-) fn 


m —————— ——--. Ex qua integrata provenit zquatio 
ZL--22--1:r—nn 


JEcuationes dus decima feptima , & decima o&ava tanquam 
univerfales accipi poffunt ; :c debent; nam fi valeret zquatio 5 — 
74; terminus conitans additus quantitati X in zquatione decima 
feptima fe fe deftrueret ; atque adeo convenirent cum zquatione 
decima; ac undecima, que pro ea hypothefi inventz funt. 

Danda nunc eft opera ; ut ex zquationibus decimafeptima » 
& decima oclava nova zquatio €ruatur inter coordinatas x» J* 

Ita- 
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pU o ars 


. " : fiv 
Itaque ex decimaoctava zquatione oritur Zu UXe veu : s 


1-5 
: . H b —na Q.z--rT—n 2n 
Ex decimafeptima provenit x -[- —— — ——— — rf E. 


nn-k 
z--1i1--n"n ain 


z-L1-—n ', in quam introductus valor datus in decimano- 
: —— gd» 
i— : 
na prebet x E L—— 
n"n—li 


Q. C—J Id-» 


Z£M-ri—ui- —,G& z--1i-4-2— 


pin uu bna pit. y. p bna 


un-—k »n—Sy 
Qui valores introducti in squationem vigefimam dabunt 


Um —— 1t--n 
[yes . Cu 
o uam e duele 
pts 1 -- b—na 1-0 EL 
P nox p MENSAE NT, 


IN X nu-—t 


ux FEM 
—--a2s-.ll9$*—5 : 


— 


2» 
quy pu b—na —— 1-ku 


— I --5 
ETC e -r2z.P . qe 0ej , 


& dividendo per c-y**, & multiplicando per e 


—— t1 --5 


I-d-n5 b—n 18  —— 1— 
Q.c—y -- 221P Lic zuo UT Tue, — 
denique transferendo Q. CELA & dividendo per Q erit 
Ua m 
àn.P 2n r—» 1-U 

(Qi) U—  ——.iaQ-iz P" — (c— 

Q. d nn-lk C J : 
m *quatio exhibens quzíitarum curvarum naturam algebraica 
'*; ubi numerus » eft rationalis. Excipe tamen hy pothefim ; in 
quà 7— 1, ad quam, ut cuique perfpicuum eft, hec formula ne- 

qua- 


ud acti i rqeüatgei cuam — — 
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quaquam fe fe extendit; fed cafus ifte folutus eft initio hujus opu. 
fculi. 


4-5 
uS Re: « : » 2n p' 
Nihil jam reliquum eft , nifi ut conflantium P ;€&« a 


valores determinentur. Quoniam evanefcente f,tam x quam y 


debet evanefcere , fiet pro hac hy pothefi in 2quatione duodecima : — 
b—na 


——— Ergo ex zquatione decima tertia -z 
nne 


b—na LL : : 
z. ; five — z; qui valor facto y — o introductus 
nn-1i b —na 


in decimam octavam exhibet 


r 

turpe IT Ue e e RT T 1c 
nt br pda b —na--nb-p,nta,?" 

D o—————— ÉÓRÉRÉÓáÉnuuNu- c. 
Li 

—— M MÀ REESE 


"m b—b--b-.nalolsb-at. 2 


—— 


in 2n. Dues 
(22) P — [L2 nn e a 


n-——i.b--a 


Si hic valor in vigefimam primam introducatur, factis x, J 


n --r —R a " 
2n.P b—na F^ 
—-— 05 fiet gm T 7: € 


nn-—I "—xtX.b--a 


: Ergo 
p" --r 


cUE I nie ba -— (n — 1. bb. Igitut 
ni b--a 


2b — ina z 
0 ES Igitur 
n—i.b--4 


b --a 


Valores conftantium inventi in vigefima fecunda , & vigefi- 
ma tertia zquatione in vigefimam primam  introducantur , ut 
habeatur legitima zuatio earum curvarum , quas quarimus 


dtd nr b — na CQ'OR-rs6—a4 ——1—m —— (24-5 
————M—— x4 I— cd Ete. 
b s, NK rmn mm (y T A 
TO " nei. b--a4 
five 


b—ns 


(24) x -- m: 


nner 
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Quz a vigefima quarta equatione curvz exprimuntur partim 
alrebraice funt, partim tranfcendentes, X exponentiales: omnes 
famen non diíficilis confiru ctionis. Ego vero ut tandem finem 

uic opufculo faciam ;, eas dumtaxat conítruendas aífumam , qua 
Bignuntur, quum z numerus integer eít vel par, vel impar. 
Quam ob rem ita squationem difponendam judico 


LEE n--t 
b--a.c—» 


—— — H-—I | ————— n--1i 
2n-1:€—)5 2n i.c 


LI 


Dirt 4 —b 
Quz ut fimplicior fat, pono - — X —z;í ce—y- 


nn—rt 
&» €x quibus fubítitutionibus oritur zquatio multo fim;licior 
worb. Tt ux 

—— A.U LE Ee 


290 — 21.0 2n--2.c 


(235) z — 


JEquatione hoc pacto difpofita inftituo duas novas squationes 


— MR 
a—b.t€ 


xe pss n --rt 
EB ll lut 
ERE... pne We ni 


9X quibus refultat equatio 
(5) z — r-E r. 


Ex preparatione hujufmodi o-itur conftru&io. Affumpta PQ 


Lc Stand dug normales OE 3»4) QX, QY, quarum 

am Pe 
prima — acad altera — « T 7 à - 
— i, ater — 7 7. Tum re&de PQ erecta per 


$»5.— 
pendiculari indefinita PN inter aífymptotos PN , P Q defcribatur 
hyperbola ordinis z — x ^"^ tranfiens per punctum X ; & vertice 


P defcribatur parabola ordinis É-Ri tranfiens per punctum 
Y: tum fit PV —u; erit VR—rv,VS-—r:: Ergo RS —t--r 
— Z ex mquatione vigefima octava. Igitur fi defcribatur curva, 
*ujJus altera ex coordinatis fit PV; altera R S, hzc illa ipfa erit; 
Quim quzrimus. 


Sed antequam prozredimur, oportet determinare rofitionem 
ius rami cum hyperbo!e , tum parabole. Si numerus a eft 
Unpar, tum z—i-r; tum n — r erit par. Quare ejus rami pofitio 
*à erit, quam indicat (Fig.3 ). Verum fi z eít numerus par, 
Tuoniam tam z —- x, quam zx impat eit, ejus rami pofitio 
tum 


alte; 
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tum in hyperbola; tum in parabola in (Fig. 4) determinatur: 
Quapropter in primo cafu ve] PV — & pofitive fint, vel negati- 
ve, RS—:z femper pofitive exiftunt; fed in altero cafu fi PV 
—u pofitive funt, R S — z item erunt pofitive ; at fi illz nega 
tive erunt, ifle quoque erunt negative. : 

H.fce conítitutis difficile minime eft videre in cafu s imparis 
oriri curvam MAGF ; cujus progreffus exponitur a ( Fig. 1) ; at 
in cafu z paris curvam gigni, cujus progreífus ob oculos poni- 
tura(Eig.$). Retla Zz — Q4 —32QP5-86-ZA — XY5 
ficuti za — xy. Ramus autem fgam fimilis eft, &  zqualis 
FGAM, & eodem modo pofitus refpectu linee Zz, fed in pri- 
mo cafu ad eaídem partes , in fecundo ad oppofitas jacet. Hxc 
autem fuíficiant pro folutione hujufce problematis; quz enim reli 
quz funt conítructiones ; eadem prorfus methodo peraguntur. 
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Epiflole tres, in quibus cequationes aliquce 1 
différentialeg evolvuntur per Jéries . 
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Ccurrunt fepenumero, ut nofti vir doctifftme , ejufmodi for- 

mulz differentiales , que tametfi tanquam diificillimz ne- 

gliguntur ab analyftis , tamen íi opportuna methodo tra. 
&entur, non ineleganter evolvuntur. Hujus generis eft formula 


de ; : 
(1) dw CQ » in qua z datur per x in zquatione 


dx dx Ld d : eyE 
(II) ec 5 zs osE- z S——— z. Etenim methodus mihi co- 


nita eft, qua invenitur x per feriem ex fola v, & conftantibus 
coalefcentem. Hanc autem methodum ad te fcribere conítitui , ut 
quanti facienda fit, ex tuo judicio cognofcam. 


i — 2 à : | 
In formula 1I pro 77 fubítitue —; zquales enim eífe hafce | 
quantitates , formula I docet. Oritur autem aequatio 


(III) ec. s TI. gzz* — z, atqui ex formula I z 


e DE. 4 d du xdu ad» : ? 
—— ^. Ergo ec, s- s S7 $7, -— ,,: Igitur multi- 


Plicando per "i  & integrando fiet | 


e, (IV) 
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du du .d du . 
STSTSCS-—--—sz, in qua formulà nume 
4 a 


rus fignorum S unitate fuperat numerum fignorum eorumdem» 
que infunt in formula II. 
Ex formula IV facillime invenietur ope ferierum x data per 
u. Fiat enim : 
2 4 ^ 

(V) €-— A-LBu- Ci -LDs -L- Es -L Fs) ec. 
Supponamus, in formula II unicum adeíife fignum fummatorium; 
dupblex in LV, ut fiat 

du xdu 


SES — A--Ba-L C4 --Ds--És-- Fw ec 


Differentietur zquatio,; & multiplicetur per PL ut fit 
4 
s T^" — 4B -I-2a4 Cu -I- 34D». -L- 4aEw? -L- sa F ^ -- 62 G 1 ec. 


a 
Fada iterum differentiatione ,, eademque multiplicatione, orietur 


$ ec, 
x-—2aC -l 2.32 Du -]- 3. 44^ Eu* -- 4.54 Fu! -- s.6a Gu* -- 6.7a. Hu e 
quz feries debet effe identica cum ferie przfuppofita zquationis V. 


4 


Si duarum ferierum termini comparentur, invenietur 
A A A 
C EG EI —— GI : ec. 
214 2.3.4 «* 2.3* 4. $. 6. 4 
B B B 
D. -— F ————— Hl zoe» 
2. 3a 2.3« 4 $:a* 23-475: 6.7. 6 


eX quibus determinationibus conflat ; duas quantitates A, B inde- 
terminatas manere; que in fingulis cafibus erunt determinandz: 


Quapropter habebimus 


2 4 6 
TENET Diougdoal ceowe uo c LA Meus, 


24^ 2.3.4 a^ 2. 3« 4* 5- 6. aó 
B a? Ba? Bu? 
Bu -- ——— "i b ec. 
2. 2: at 2.3.4. $* Pu $3.4. $* 6. 7. E 
Supponamus deinde in equatione II duo ineffe figna fumm2 
toria, tria in I V. Factis iifdem operationibus , quibus in calU 


fuperiore ufi fumus, perveniemus ad zquationem 
xdu 


RN — 24. C -r a. 34 Du-i- 3. 4Eu. -pa. sg Fi? -L $.6G u^ ec 
Ergo differentiando, & dividendo per " orietur 


aS 


x o— 


X25 
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3 3 
2.3.4 D -- 2.3.4. a? Eu -- 3.4.5.2? Fz a4 45.6. a! Gi 4- $67. Hu ec, 


quz feries identica fit oportet cum ferie V. 


Quapropter fi 
determinationes 


D ^ 


— 
-— 


1.2, 3. a? 
B 


— 


G 


2.3.4. a2 
[6] 


H-— 


F I 


— 


$345 


2.34.5 6.2. aÓ 


3.4 $. 6. 7- 8. a6 


A 


— 


6 


1.2: 3 4 1: 6. a 


B 


-—— 


L 


z Mi: 


IO7 


comparentur termini, obtinebuntur fequentes 


A 
ec. 


1«2. 3: 4: 54 6.7. 8. 9» a? 


2 31 4* $4 6.7. 8. 9. 10. 4 


B 
ec. 


9 


[o 
ec.» 


3*4» 5$ 6« 7. 8. 9 IO. 11. o? 


€x quibus determinationibus conftat, tres quantitates A, B, C 


indeterminatas manere. 


A en A a3 


1.2. 3. a3 


4 
PE - 


-- 


2.34 23 


$ 
Cu -- ps 
34.5.2 


—— 


—-- 


UTE 


Itaque erit 


Au 


E29 . $6. 49 


Bu? 


2* dec. 6i y. ao 


cu 


3*4. ** 7. 8. 49 


E 


-- 


235.5 * 9. 10 4 


— 


XY«2« 5 8.9.8 


A u9 
9 
B u19 


ec. 
9 


C n 
ec. 


3. 4- * « I0. 11. a? 


Si tria adíint figna fummatoria in zquatione II, quatuor in 
IV, eadem inítituta analyfi inveniemus. 


S z4* 
a 


Hzc differentietur, & multiplicetür per 
.a^ Fu —r 3.4.5.6. a*Gu* —- 4.5.6.7. a^ Hu? ec.s 


T2343 a^ E -I- a. 3.4.5 


d uu 


— 2.3.2! D -L 2.3.4. à? Eu —- 3.4.5. a^ Fu —r 4.5.6. à? Gu! ec. 


, ut fiat 


cujus termini comparati cum terminis feriei V exhibent 


A 


— o ———— 
I. 2» 3* 4 a* 
B 


E I 


F K 


2.3. 4. g. a1 
[9] 
—— 


$545 6. P 


À 
N 


I» 2. 3 coo78.« 
B 
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- P 


8 
44r 911008 


O a 


— 
— 


—— 


A 


I.2.3.  . EE. I2: a ^ 


B 


— 


2«3» 4. «« 12» 13. a! ^ 
[o 


ec. 


ec. 
3*4 jr * * E24 F4 g* 


A 
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D D D 
s M — 8 — ec. 
4*5 6. *- 10. IT 4 d e6r reo 14: Age an 


in quo cafu quatuor quantitates A; B, C, I) adhuc determinan* 
dz fuperfunt. Quapropter habebimus 
à nm. 

A a EL e o -- un 


1.2.3: 4: a* 12:34 47. 9. 49 1:2: 3* « « II: 12. 2^ 


A ul? 


Ba? 
M: ec. 


2.3.4 I2. 13. 4" 


14 
—3 coa i 
349919. 4 324 $e Ip Ina 
Y 1$ 
Á Du 
4 -- cl22 99 8 -- i: 


ec. 
4 $6 7.8 4r ji 65 10: IT. 4 d«dr6c rs EJ ESU 42s 


Methodus jam fatis aperte docet, quo pacto coefficientes fe- 
iei V fuppofite in reliquis cafibus determinandi veniant. lta fi 
quatuor figna fummatoria in formula II, quinque in IV repe 
riantur; quinque quantitates indeterminate remanebunt ; nimirum 
A; B, C, D, E, ex quibus alie omnes determinationem acci 
pient hac ratione 


A A 4? Tu 

A ;-4-— 
41.2. 3« «* TÀ 3$. € 

6 


1.2: 3:4. f à) E42. « 9. I0: 4. L 


1r 


Bu Ba! 


———— ——— ec 
£34. ** IO. IE: " £ 3:415: 16. 45 


12 17 
Cu Cu 
-r- 


i 3*4. $* * * 16. 17- a! 


3:4: $* * EE 12. 8 


Da? p? 
-- 


4. $* 65 * * 12: 13. q19 4$ 65. 17. 18. 2! 
9 14 19 
Eu Ewu Eu 
E,* -- Tem 10 s 1$ E 
$* 6. 7. 8. 9. a? $6.7. «4 I3 Ij 4 $6. 7. ^ 18. 19. 6 


Ex qua progreffione tempore brevi, tenuique labore in cafibus 94 
gis compofitis coefficientes feriei V determinabis, 


Idem 


E Opufculum. VI. 


Idem dicas velim de zquatione 
(VI) du — —*:5*, fiu data fit per x in formula 
2 


(VII) ec. - 25 m 7 z z. Namque ean- 


dem ufurpans methodum invenies 


(VIII) ec. S P s 2s S - d" g x75 — x: ex qua prafup- 


4 4 

pofita iterum ferie V iidem prorfus coefficientes cxurgent , fed 
cum aliqua varietate fignorum. Namoue coefficientes , qui inde- 
terminati remanent ; & qui in noflris feriebus conftituunt pri- 
mam columnam verticalem ; fi figno -|- afficiantur, qui formant 
fecundam columnam verticalem , afficientur figno —, qui ter- 
tiam; figno -]- ; atque ita deinceps alternantibus femper fignis 
verticalium columnarum ita ; ut illis, qua tenent fedes impares, 
prefigendum fit fignum -1- ; ille vero; qux occupant fedes pares , 
figno — fint atficiendz. 

Ex his, qux in hac epiftola dilucide explicata funt , proclive 
eft cognitu, zquationis II utramque indeterminatam x; z datam 


reperiri per feries ex tertia indeterminata z coalefcentes . Etenim 


pofita du — : inventa eft fupra. x zqualis feriei expreffe per gu. 


Sit porro x — A -- Bu -r- Cy-LDiyz -r-Eu ec, 

cujus feriei coefficientes in fingulis cafibus determinavimus. Fiat 
differentiatio, & erit 

dx — Bdu -- 2Cudu -- 3D du -- 4E du ec. Ergo 
: —z-aB-raaCu--g;aDw -- 4aEw ec., 
per quam feriem z definita eft. 


. Qus quum ita fint, fi unicum dumtaxat fignum fummato- 
rum habeatur in zquatione II, fiet 
A u* 


$ 

2-34. $* 4 

6 
Bu 


2:314: 5: 6. " 
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Si in eadem zquatione duo inexiftant figna fummatoria , habebimus 
$ 8 
Au Au 
;c $ 9 
1-2: 3345515 Y 2. 37. 8. a 


84 Bau? 


2.32 45 54 Ó. "1 
Cu? 
3.4. 54 6.7. 25 3« 4* * * 9. IO - 
In cafibus autem magis compoíitis feries nancifcemur fecundum 
eam , quz confpicua eft, progreffionem. 

Idem dicendum eit de zquatione VII, in qua fuppofita x 
€eidera feriei zquali invenietur 

z . 

z — —aB-—zaCu-3aDu — 4aEw? ec. Per quam facile co- 
gnofces in fingulis cafibus eafdem prorfus feries oriri cum aliqua 
tamen varietate fignorum. Nam in terminis, qui conftituunt pri- 
mam, tertiam ; quintam , & alias impares columnas verticales » 
habebitur fignum —, in illis, qui formant fecundam ; quartam » 
& alias columnas pares, relinquendum eft fignum -1-. 


Poifet theorema alia ratione enunciari ; nempe data formula 


adx . e. : : » ; 
du — -t —-— inveniri poterit x per feriem compofitam ,ex folis 


1 
à 


j 


A, quum z data fuerit per x in fequenti zquatione 


qm 


c x z- z 


4E 
eC D E 


Nam hec ad fequentem reduci 


z -RegE zm. a zd - 
-cguowe D—;D-T;D-X;DT-7-,inquaf pre 


-— .5 fubftituatur 7, & pro dz fubflituatur p) -- ^4^* — ge 
— du — SUA: 


pue em 
D-zpizc-r. 


4u 


«a a a 

Das 10 et D rem 

H»c zquatio fi tractetur methodo illa; qua antea ufi fuimus» 

dabit variabilém. x zqualem feriei infinite compofite ex fola vU 

Nimirum fupponenda eft x equalis feriei, cujus coefficientes finf 
inde- 


Opufculum V I. III 


indeterminati: tum inftituenda eft squatio inter hanc feriem , & 
formulam — x medo inventam: demum alternatim multiplican- 


. du 3 v ; » 
da eít feries per c» & integranda, donec invenies aliam feriem 
— x, que collata cum fuperiore coefficientes determinabit. 


Series qux hac ratione enafcentur, ezdem prorfus invenien- 
tur cum illis; quas ex prima methodo defcripfimus. Neque hec 
mirum videri debet , namque utraque methodus eaídem formulas 
adhibet, fed diverfo modo difpofitas . JEquationem fecunde me- 
thodi , in qua z datur per z, ita diftribue 


d t --.02 Tj--- pj *op-- 24 
Lec IDE TE De z;; - Quam zqua- 


5 4 CY s dx 
Uonem integra, & multiplica per —- zo» ut habeas 


dere z z zd 
EE — ec D nu pg Sm 7. Has autem 


operationes toties perage , quoties opus fuerit , & invenies 


dx 
Wu S-E oS deci A OL 2,5 qus squa- 
tio illa ipfa eft, in qua datam fuppofuimus x per z in prima 
methodo. 


De hoc theoremate; poftquam illud examinaveris diligentius , 
quodnam fit judicium tuum, ut mihi Ícribas ; rogo. Fac valeas, 
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(QUIS methodus zquàtionum evolvendarum plurimi fem- 
per mihi facienda vifa eft, quia ufuvenire poteft , ut pro- 
blema aliquod non cognita methodo infolutum relinqua: 
tur: tamen a plerifque contemnitur, nifi infignis aliquis ufus 
protinus patefiat. Itaque ne in horum hominum reprehenfionem 
incurram , ejus theorematis ; de quo tibi fcripfi ; ufum in cafu 
maxime iimplici aperiam. 

Quamobrem in formula II, & VII, fuppono unicum inef- 


fe fignum fummatorium ita, ut utraque hanc formam accipiat 


xdx : : : . 
S E —— — z: fignum fuperius pertinet a1 zquationem II, in 


ferius ad VII: Igitur facta differentiatione ets c — dz, five 
- oxdx — zdz, & integrando primum fine additione conftan* 


: ds — : P 3-5 
tis ; & eliminando communem diviforem 2, erit € x — z » 
qua ne incurramus in imaginaria; aífumendum eft fignum fupe 
rius. Extracta itaque radice fiet x — z. Quare formula I ( affu- 

dx 


LI L * a - 
mendum eft eaim fignum fuperius ) erit du — —-: que equa 
x 


tio pertinet ad logarithmicam ita, ut x exiflentibus numeris; " 


fint corum logarithmi. 


In prioribus litteris inveni 


Ut duorum coeíficientium A; B determinationem faciamus ; adver 
ten- 


Opufculum FI. n5 


tendum eft primo; facta u — o, arbitrarium eí(e valorem x, fcu 
poife pro hbito eligi quemcumque numerum , cujus logarithmus z 
o. Sit hic numerus —:f: Ergo pofità u — o5 debebit x — f: 
fed pofita u — o, habetur x — A: Igitur A — f. Determinata 
quantitate À, ut B etiam determinetur, fac deinde advertas — 
E - : Exgo pofita , — 0, & x — f etit z ——À f. Jam vero fi 
&quatio inventa differentietur ;.& dividatur per dw, & fat :s:-—o, 


H : dx - 
invenietur 7; — B: Ergo B — f. 


Hifce determinationibus effectis habebimus 
2 
Ee IDEE ec. 
d 2a* p 3 4 
ü E PE 23.4. 4 


Si per Nz exprimatur numerus, cujus logaxithmus fit — wu; erit 
Nu-— x: Igitur 


fu fa fau? LN 
Nu —J.-t BEL -- ec.; per quam da- 
2a 2 2. 3. P 2. 3*4. a* 


to logarithmo invenietur numerus. In extractione radicis xquatio- 
nis xx — zz poffet accipi fignum — hoc modo — x — z: quo 


in cafu prodiiífet — d» — LL : quare z fieret negativa, & ter- 


mini impares noftre feriei figno — afficerentur. 


Quod fi fieret f — 2, tum logarithmi hyperbolici fumendi 


effent . Sed quum de logarithmis , & de multiplici logarithmorum 


fyftemate opuf. 3 fufius loquutus fuerim , hac in przefentia adno- 
taíle fulficiat. 


Quare ad alia progredientes :quationem inventam z- zdx — 
$ .*s i 2 
zdz integremus cum additione conftantis ; ut habeamus b ---— 
2 € M 

E o D : Voc 4 . 
exc fwecb-cx Z2. Si valeat fignum fuperius ; b eífe 
poteft cum negativa tum pofitiva : propterea fi fat 2b — -- aa; 


ICH eni. oi- E NOCERE : 
ert xx — 44 — zz, five Vxx t aa — z, ex qua oriuntur due 


ad adx 
formule du — —' 3 01 ris — . In utraque, ut con- 
Vxx aa YX*-—aas 


Rat ex prioribus litteris , valet. 
P 
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2 4 6 
Àu Au Au 
A -4- 3 —-- 4 ec. 
2.4 2:334: 5 2.34 $1 68 
v mm 
3 $ 7 
Bu Bu Bu 
Bu -- - -- - . 99 
2.3. a* 2.34. $. à 2.3 4 $4 6.7. a 


Si inferius fignum accipiatur, ut imaginaria vitentur, b tan- 
quam politiva accipienda erit: quare pofita 2b — aa fiet aa — xx 


; - , * —adzx 
— zz, & /aa-—xx-cz. Equatio itaque orietur duÉ- 
Ya4 —xX 


? 


pro qua feries inventa banc formam accipiet 


ze 1 4 6 
s Au Au 
Ar E ak Es IE z— ec 
P 24 2.3. 4 a* 2.3«4* $* Ó* a 
3 $ 7 
Bu Bu Bu 
Bury — cms — ze 
2. 4 4 2 3*4 s. a* 2.3.44 5 6.7. 4 


Ut in his feriebus quantitates A , B determinationem acc 


piant; advertamus —— 421* ^ e(fe elementum arcus circularis eX 
YVaae-xx 
preifum per finum , aut cofinum ; five quod idem eft, wu effe ar- 


cum circularem , cujus finus ; aut cofinus — zr: poteft enim 


Vaa xx accipi cum pofitive, tum negative. Sed ut analogia | 
cum hyperbola clarior fiat, ita propofitionem  exprimamus .- In 


equatione du — ——23* ., w exprimit duplum fectorem circula 


Vaa--x 
rem ACF ( Fig. 1) divifum per radium CA — a, exiftente auf 
GF,aut CG—zx. Similiter in zquatione du — — 
Vxx--4a 

deGgnat ( Fig. 2) duplum fe&torem hy perbolicum ACF divifum 
per femiaxem C A — a, exiftente GF — x, fi valeat fignum 1fu* 
perius, CG — x, fi valeat inferius. Quando autem in circulo 
QF (Fig. x) dicitur finus, CG cofinus quantitatis w: ita per 
analogiam in hyperbola GF ( Fig: 2) vocari poteft finus hy perbo 
licus, CG cofinus hyperbolicus quantitatis 4; feu. dupli feétors 
ACF divifi per CA. Ad defíignandos autem finus, & colinus 
circulares quantitatis z utar his fignis Sc. u, Cc.u. Signa au* 
tem Sb .u, Cb.u fignificabunt finus, & cofinus hy perbolicos - 


His fuppofitis fi x fignificet cofinum tam in circulo ; quam 
1n 
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in hyperbola ; pofita u — o; eftt x — 4, & o. Contra fi x 
dx 3 c 
denotet finum , pofita u — o; eft x — o, & 7, — x. His cogni- 
tis apparet 
pro cofínu À — 4a, B—o0, : 
pro finu A — o, B — x. Hs determinationes hujufmodi fe- 
ries fuppeditant 
E E u$ 
Chb.uyzca- i— -d—— ec. 
si 2.34. 6) 2. 3« 4 $- 6. a? 
3 $ 7 
u "u 
Shoy e epoeaaee 
23.2 2.3.4 $. 44 2:3«4*5* 6. 7. 8 
u 
Cc.u—.4— — — ec. 
2. 3* 4* 5. 6. a 


x 


SU Uu ^ uuoE ee na 
2.3.2 2.3. 4. $* a* 2:3: 4. $4 6.7. a 
Cofinui hyperbolico addatur. ac detrahatur finus hy petrboli- 
cus, & fiet ; 


2 3 4 » 
Cb.uctSb.ucmalcud—E— l "u i. u es, 
2.2.47. 234a) — 23.4.5. 23 
quie feries ; quum indicet numerum , cujus logarithmus hy perboli- 
-L c 
cus — 4, conftat Cb.u-- Sb.u square numerum 


rithmus hy perbolicus — z. 


Quod fi multiplicata expreffone finus circularis per v —zx 
exdem fiant operationes, proveniet Ceu z— y—i:.Sc.u 


; cujus loga- 


WES Z 3 y-r 4 $ I 
u — 
—acuyoi— hc m co. u p u Vot & 


2.3.24 2:34 » 23.4 5* a^ 
quz feries oritur, quotiefcumque in fuperiore pro z fubftituatur 


uv —z1. Quapropter Ceu zt v - r.Sc.u zquab numerum , cu- 


Jus logarithmus hyperbolicus eft quantitas imaginaria, nempe 
uv —1. 
* . LI . 2 - 1 : 
Si pofito i squali numero infinito, binomium x - metho- 
do notiffima evolvatur in feriem , fiet 
Pa imam 
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et A— ——ÁÀ 


. 7 5 2 cn didum ^ 
xc —— uii—idi—ia fice tad ena. i38 ec 
eetid 
2i at 2.3. i? a? 2.3.4. i4 a* 


atqui quum i infinitus fit numerus, erit —x:5,i1-—25,i—3 eC 
femper — i: Ergo facta fubftitutione ; & opportuna divifione 


habebimus 


( ua ^ a E 
u McKee E s m Cs 
rig. m akséclcoge sls, copier - ec. 
: 2a 2.344 2.3« 4 8 2:34 5. & 
CUTE SDN Cb.u-i- Sb. H 
atqui hxc feries — : ex fuperioribus: Ergo ——— 7 — 


— i4 


u L . 
— x X;, . Quapropter ex combinatione fignorum inveniemus 


Lx -d- :—;z 


2S8b.u 


r1 
u 
-—xr--; —it—;,- 


Simili ratione fi evolvamus in feriem binomium 


inveniemus , illud zquale eífe feriei 


a Y—1 at UTC 2^ ipa 
uz —— 


248 2.3.4) 2.3.4. a* 2.3.4. $4 


ec, : 


Ls! 


Cce.u --V—18c.u : Cc«u -- V—1S$c.* 
— , orietur ——————————7 


a 4 


que feries quum zquet 


uY-—x : - : 
—Hct E ; ex qua ob ambigua figna inveniemus 


I ym V—rt 
ay/—7x1: $e. u — 17b 7, sm [Xue ; five 
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.« Qus expreffiones tax 


metíi omnes involvant quantitatem infinitam 7, & ille, quz ad 
circulum pertinent etiam quantitates imaginarias; tamen quum 
inventus fuerit earum valor realis, maximam in calculo habent 
utilitatem. 

Hzc dicta fuíficiant ad oftendendum ufum non contemnen- 
dum theorematis in fuperioribus zneis litteris demonítrati. Si 
quid reprehendendum invenias , vir doctiffüge rogo te etiam; 
atque etiam ; ut me admoneas. Vale. 


Patavium ad Cl. Jofephbum Suzzium 
Bononie Pojlvidie Idus Nov. 1752. 
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Dmonui in primis , quas ad te mifi litteras ; cquationis 


4 4 4 3 : : 
ec, S£? S Z7 S 77. — z indeterminatam utramque x, z inve 


niri per feriem , quz ex tertia quantitate u componatur: qus ani- 
madverfio plurimum conducit ad inveniendos refpondentes valores 
x; z. Quoniam vero fi fequamur methodum productam ab Eulero 
tom. 6 Ac. Petropolitanz , eadem formula in aliam transformari po* 


teft, eandem utilitatem in formulas transformatas licet derivare, 
cy Sydt Sydt « : ; 
Fac igitur x — c ;z-—-c m, in quibus c eft quantitas 
cujas. logarithmus unitatem squat; ; autem eft quantitas indeter- 


mninata; que in analyfeos progreffu determinanda erit per r, aut 
! : Ee : : S 
y. Facta prime formule differentiatione invenies dx — c ATI 
dus abe 


Ex cod : EE 
quz fi dividatur per alteram erit E — 6— . In szquatione igitur 


hofce valores fubftitue ; ut obtineas ec. S 29 $ 24* $(554* 4r 
m m Es— 


m 
LU ,. 


Supponamus primo; in hac unicum ineffe fignum fummato 
xium ; ut fit S e 914* 25? — 4,4: Ergo fumptis differentiis 


Syd: y4t CE ERSESON : 
"Mcd i — c. dm--mydt: Ergo iTuidm-mnydt. 


Si in fuppofita equatione duo exiftant figna fummatoria » p 
Lu H . Y 
voces 57. dm —- m ydt — n; eadem methodo invenies S 34S 


Sydr - : .. : 

?'*», ex qua acceptis differentiis orietur 
m 

— yq: 4n c nydi. 


Simi- 
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Similitet vocando Sus .dn--nydt — py ubi tria adfint fi- 


gna fummatoria , nancifceris x — d: .dp--pydt. 


Si figna fummatoria exiftant quatuor, reperies x — m á 
dq -- qydt, fa&a 4 — 347 .dp-r-pydt: atque ita in in- 
finitum . 


Ut harum zquationum indeterminate y; t inveniantur per fe- 
ries compofitas ab indeterminata v, memento in primis litteris 
pofitam fuiffe 


x — A-LBu-r- CELL Di -- Ex ec., hujufque feriei coef- 


ficientes pro fingulis cafibus fuifle determinatos. Si accipiantur 
differentiz , fet 
zdu 


a 3 Ed 
dx — Bdu --aCudu-- 3Du du--A4Eu du ec — —- ut 
ex eifdem litteris conftat. Quare 
2 * 1 . H H 
z—a.B--2Cu-L-3D«vw -- 4Eu) ec. , cujus differentias fu- 
mentes invenimus 
4 
dz-—a.2Cdu -p-a.3Dud u -- 3. 4Eu du ec. que fiat — 7, ut 
2 : z . 
s— a4 .2C --2.3Du -- ; Ev. ec. Quantitates tres x» 25 s 
date funt omnes per z ope ferierum . Quapropter t; y date inve- 
nientur per z, Ííi date inveniantur per x; z;, 5: quod fepe fieri 


poffe, quomodocumque m fit data per 5, y; induílrius analyfta 
cognofcet .. 


Si m detur per folam rz, prima ex zquationibus inventis erit 
finita, fecunda infinitefima. ordinis primi, tertia fecundi , atque 
ita deinceps. Quod tibi coníftabit ; fi quantitates m; 1, p» q ec.» 
que omnes dantur per £, y ejicias ab zquationibus. Verum fi m 
detur aut per folam y, aut per y; t; zquatio prima erit in pri- 
mo ordine differentialium ,. altera. in fecundo , tertia. in tertio; 
atque ita deinceps .. 

. Ut exemplum aliquod afferamus oftendens , quo paco t, y 
inveniendz fint per x, z» s, fupponamus m — t. Quoniam 


ef x — ?^*, & ; — 9?^'., hec dividatur per primam  & fiet 

2 L Li * z 

"X — £:; Ergo inventa eít : data per x» z. Ut invenias y» accipe 
zqua- 
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zquationem X — £$34*, tranfi a numeris ad logarithmos 7x — 
; : 3 4 dx 
Sydt,; accipe differentiam L — ydt: Ergo y ——E ed quum 
«at 
xdz— zdx xdx 


z : H ^ 
MOPBC- 23g ert df —. -———— Án Rr c piae ud FRIES EM Y (oU) 
fi xx 2 2 Ergo J xdaz-—udx ^ 


zdu ding dq PE 

dx ;üz-22——: Ergo y— —O Q EL 
X4:;— 

Si fuerit m — y, divide equationem z — (927^ y per x — cS 34 f, 


& fit I — y; quare inventa eft y. Ut inveniatur f accipe, ut 


. dx - 4x 
fupra, zquationem 7 — Jd: Ergo 7, — dt; fed probatum eft 


du 


. z 
x3 -—— z: Exrgo £x — dt: atqui dx - 4: Ergo $e dt 
e *-— EB 
five 7 — t. Q. 
Quod dictum de formulis, in quas transformatur zquatio 


d d d E 1 illi i 
&s e: S f S — — Zz opportune applicandum eft illis , in quas 


dx dx 


transformatur zquatio e. S — 7 S — — Ceu 


$—J34t ES 
J ; zu 345. 


autem , adhibitis fubftitutionibus x — c 


invenientur 
Ld T EROR ETT » UI ERS.SGDUUM YU 
X uu um —mydt;, & pofità z — —-. —m 
Oe dm -—mydt» P 2 -7 dm ydt 


m 
»4t ^ 


3 


—2—.. dn—nydt y, factaque p — 


d t 
— yd dz —nyd 


m E TADCUEXCENHES . . | . . . 

Mot quc. dp—pydt: atque ita deinceps in infinitum. In his 
D 

enim fepe definientur t, y per x» Zz» f» dummodo in feriebus 


eos coefficientes ponas, qui pro boc cafu funt determinati. Sed 
t —ndu 22. 
adverte, in hoc cafu effe dx — —,—» & fortaffe utilius eífet po* 
—3:du 


neie do cues 


Claudam hanc epiftolam exponens, quomodo ex tradita do* 
&rina colligatur valor tangentis tam hy perbolice , quam cixcularis 
datus per z z:quantem duplum fe&torem divifum per femiaxem ? 
bac autem quantitas 4 in circulo eadem efl ac aicus circularis. 
Quas xes quamquam noti(lima eit, tamen juvat ex pofitis princi* 

pus 


Opufculum V I. ; I2I 


piis deducere, Prim: ex zquationibus inventis ad hanc adhibito 
figno ambiguo reducuntur 


ltem dm X mydt. Ponatur m— y , & fiet 3 — qz. dy € yMt: 


Ergo d: — erii five fumendo 2 — x, dr — i8 daas 
p PprviD 

Si y fit equalis tangenti AD, notum eft ( Fig. 1; 2) t effe 
quantitatem , quae multiplicata per femiaxem CA — 2, dat duplum 
fe&orem ACF hyperbolicum ; fi valeat fiznum fuperius; circula- 
rem, fi valeat inferius. Methodo autem fupra tradita inveniemus 
5 ime Tm & : — u. Quare ctiam z zquabit duplum fectorem 
ACF divifum per CA. 

Itaque; íi pro x; z ponantur feries invente , orietur 

eis Au) 


2.3. a* 


E |. B ut 


2. 3 4: a* 


A u* 


Bu - B «4? TN Bu? 


2.3. $5 2.354. $- Pu 


in qua zquatione fi u — o, debet etiam y — o: atqui ; fadau — o, 


12 
invenitur y — -* 


Ergo B — o: Igitur 


2r eC. 


-— 


& facta divifione per A 


-- SE 


2. 3. a? 
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Hzc formula ex elementis facile deducitur per finus, & cofi- 
nus: nam cofinus eft ad finum ut femiaxis ad tangentem. $i au 
tem expreffiones finus, & cofinus adhibeantur ; qur in fecunda ' 
epiftola invente funt, eadem formula exurget, quod methcdi no- 
flrz veritatem oftendit. 

uam utilitatem hzc inventa habere poffint, tibi vir clariffi 
me, judicandum relinquo. Interea bonas facultates , ut foles» 
amplifica, ita tamen ut cures valitudinem tuam. 


Patavium ad Doc. Jofepbum Suzzium 
Bononie $ kal. Decem. 1752. 
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OPUSCULUM SEPTIMUM. 


EPISTOLA 
Exhibens folutionem. Problematis Kepleriani fecandi fémi- 


circulum im data ratione per lineam dutiam 
ex quocumque punélo diametri. 


VINCENTIUS RICCATUS 


VIRO NOSBILI 


JORDANO COM. RICCATO 


FRATRI CARISSIMO 
S.:P.*D, 


Liquot abhinc »aenfes, quum fimul effemus, & de rebus 
A geometricis ; ac phyficis loqueremur , fi recte memoria te- 
nes, fermo incidit de problemate Kepleriano ; fecanudi (ci- 
licet femicirculum ex quocumque diametri puncto in data ratione. 
Dicebam,; prater plures folutiones arithmeticas rei aftronomicz 
accommodatas , duas a me lectas fuiffe folutiones, geometricas » 
quarum altera utitur cycloide protracta ;, altera quadratrice tíchirn- 
haufiana. Primam invenies in Vallifio, atque Newtono,; alteram 
in opufculo Hermanni, quod editum eft i2 4c. Petrop. T. x. Mira- 
baris, neminem in hujufce problematis folutione ufum fuiffe aut 
vulgari cycloide , aut curva finuum ; que dus curve inter circuli 
quadratrices maxime tuta ac fimplici ratione delineantur. Quum 
autem fignificaffem ; a me olim per cycloidem problema hoc folu- 
tum fuiife; petiifti, ut quum Bononiam veniffem , tecum meam 
folutionem communicarem. 

Tandem  abfolutis aliquot ftudiis, quibus, ut nofi ; diftentus 
fum , adverfaria mea evolvens, cupitam folutionem inveni, quam 
dum attentius legebam ,. cepi confiderare ; utrum aliam invenire 
Poí(em per curvam ífinuum. Inveni nullo negotio, atque ita fim- 


Q 2 pli- 


124 Vincentii Riccati . 


plicem, ac elegantem , ut nulli ex iis , qui extant, mihi conce- 
dere videatur. Utramque vero accipe. 

Datum femicirculum ADB (Fig. x) per lineam difcedentem 
ex quolibet diametri puncto S, nimirum SO dividere in data 
ratione. 

Defcripta fit cyclois BFQ;, cujus circulus genitor fit BDA. 
Primum ejus bafim AQ . divide in E in ratione data: tum erecta 
EG zquali; & parallela A B defcribatur femicirculus GF E fecans 
cycloidem in F, & agatur FI) parallela AQ . Conftat BD:DA 
feu GF:FE effe in ratione data AE : EQ. Ex H ducatur ra- 
dius HK parallelus AQ, & abfcindatrr KI — QC S. Semiaxibus 
GH; HI defcribatur Ellypfis GIE, cujus ordinatz erunt ad or- 
dinatas circuli ficut HI HK. Ellypfis autem fecet cycloidem in 
L; ex quo pun&o ducatur LO parallela AQ ; & agatur SO: ajo 
ab hac femicirculum dividi in data ratione. 

Demonfratio. Producatur LO. in M, & P, & fignetur pun- 
Gum N, in quo GE ab hac linea fecatur, & ducantur CO; 
CD. Quoniam FD feu OM — arcum BD, LO — BO , facta 
fubdudione erit LM — OD: fed ex Ellypfis proprietate MN : 
LM::HK:KI, five fubftitutis equalibus PO: OD:: CO: C$: 
Ergo PO. CS — CO. OD: Ergo triangulum COS — fectori 
COD : addito igitur fectore BC O fiet fpatium B SO — fe&tori 
BCD: Ergo BSO ad femicirculum ut fector BCID ad femicir- 
culum; ut BD ad BDA, ut AE: A Q: Ergo dividendo BSO: 
SOA::AE:EQ hoc eft in ratione data. Q.- E. - D). 

Poftquam folutionem expefui , qux perficitur ope vulgaris Cy* 
€loidis, eam producam ; quie utitur curva finuum. Sit femicirculus 
BKA (Fig.2) dividendus in data ratione per lineam SO. In 
telligatur defcripta curva finuum EX Q , in cujus medio elegan- 
tiz cauífa fitus concipiatur: circulus BK A. Dividatur bafis EQ in 
puncto H in data ratione. Jungatur K S, cui ex puncto H agatur 
parallela HL fecans curam finuum in puncto L. Ex L ducatuf 
LO parallela bafi; & jungatur SO: ajo, ab hac in data ratione 
femicirculum eífe divifum. $ 

Demonfratio. Ex punctis L, H. duc ordinatas LM , HF ; ex 
F age FD parallelam bafi ; & duc radios OC, D C. Ex fimili- 
tudine triangulorum LH M, KSC erit KC:CS:: LM: MH: 
fed quum ex curva finuum natura EH — BD, EM — BO erif 
MH — DO: Ergo KC, feu CD: CS::LM:DO: Igitur. CD. 
DO-LM.CS, fie fector COD — triangulo COS: ergo ad- 
dito fcdiore COB £et BOS — BDC; fed CBD:CDKA: uf 


arcus 


- — -—— - — E 
E x : TEAEY 
T ^ * 
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arus BD: DKA:: EH:HQ : ergo BSO: SOKAO :: ER: EQ, 
hoc eft in ratione data. Q. E. D. 

Methodus a nobis ufurpata , qua innititur in zqualitate inter 
fectorem O CD (Fig. 3); & triangulum OCS exhibet modum 
appropinquandi ad verum valorem arcus BO. Namque ea zqua- 
litas fuppetit hanc analogiam CO: OP::CS:DO. Quum au- 
tem OP fit tam incognita quam arcus BO: eft enim ejus finus; 
loco ejus ponamus ED, qui eft finus arcus dati BD, & cbtine- 
bimus pro quarta proportionali arcum 1)F majorem jufto D2O. 
Vocetur itaque radius — v; C S — b, arcus BD — a, ejus finus 
DE — Sa: per notam S enim finum intellectum volo. Quare fit 


T:Sa::b: DF — i majorem jufto DO. Subducatur DF ab 


bSa À v 
arcu BD, & fct BF — 4 — —— minor juito BO: 


: vios gd b TREES 
Fiat iterum 1:Sa4 ———: 2$: DH — — Sa minoren 
| RETE s : 
T.Sa— — Sa, qui 


jufto D O: arcus autem BH invenitur — 4 — — 


eft major jufto BO. 
Iterum inftitue analogiam 


?7:$a4— 2.S$a—- Sa saab Lies. 5. Sa—?.$a—-5 Sa 


majorem jufto D O: Ergo fiet cognitus arcus BL minor juftro , qui 
tamen ad verum valorem BO magis propinquus erit, Qus me- 
thodus fi producatur ad verum valorem arcus BO ultra qucfcum- 
que limites accedet. Quando autem datis arcubus finus inveniun- 
tur, methodus nullam habere poteft diificultatem . 

Pundo D a puncto B recidente, accidet fzpe , ut in prima 

operatione inveniatur DF minor jufto; in altera DH jufto major : 

atque ita deinceps. 

Verum quum valores duos fatis propinquos vero valori arcus 
BO nactus fueris, utile erit ; vocare in auxilium methodum dupli- 
cis falfz pofitionis, per quam erroribus correctis tam propinquum 
valorem erues , ut exactiorem res aítronomica defiderare non pof- 
fit. De hifce folutionibus fententiam tuam expecto. Vale. 


Dar. Bouoniw tertio Kal. Februarià anui 1751. 
Tarvifium ad Co: Jerdanum Rieeatum : 


x CAP Je 
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OPUSCULUM OCTAVUM. 


EPISTOLA 


Pinfico-mathematica y in qua offenditur , in quacunque aéHonis 


hypotheft , fpatia. peracla a. gravi fuccefis temporibus 


equalibus effe , ut numeri. impares . 


VINCENTIUVS RICQA TPU:S 
VIRO NOBILI 


POMPEjO DE PELLEGRINIS 


S. P. D. 


I tempus ;. quo mobile acum a gravitate conftante motu acce 
lerato defceadit » divifum intelligatur in numerum infinitum 
minimorum zqualium temipufculorum ; & fi recipiatur hypo- 

thefis, quod initio horum tempufculorum accipiat corpus ab im* 
pulfa gravitatis novum gradum velccitatis  certiffimum eft , Pompei 
clariffime ; fpatia fucceffivis hifce tempafculis confecta fervare propor" 
tionem numerorum naturalium , qui in tabula a ferie A exprimuntur 
Si vero tempus idem dividatur in partes Bnitas zquales , certum 
item eft, fpatia fucceflivis hifce zqualibus temporibus peracta eí[e 
in progreffione numerorum imparium. Quamquam geometrica» 
quam atferebam ; demonftratio a te ferme invito aílenfum extor* 
quebat: tamen in hoc tranfitu ab una ad aliam progtreífioner? 
alquid obfcuri latere adhuc , judicabas. 

Dum hac de re nudius tertius loquebamur ; illud femel atque 
iterum refpondi ; nullo modo in dubium revocandam eife demon 
ftrationem geometricam ; animadvertendum effe, fi termini ferie! 
A bini, aut terni fumantur, exurge:ze feries B, C a ferie numero" 
rum naturalium admodum diverfas; quare non efe mirandum 
prodire feriem '/numerorum imparium , fi feriei A termini accipian- 
tur inücsiteni. Cur hoc dicerem ; nihi! habebam aliud przter ratioci" 
nium geometricum, quod tibi explicavoram . Nunc autem planam 

demon- 
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e mitto ;. quar, ex ipfa feriefum natura me- 


demonftrationem ad t 


ditando deduxi. "ee tL. Am 
Sit feries À numerorum naturalium-, in qua quilibet terminus 


a fequente unitate fuperatur. Hujufce feriei accipio terminos binos ; 
eofoue in fummam colligo, ut oriatur feries B5, que eft ferie 
arithmet/ca, habens 4 pro differentia inter terminos proximos. Si 
accipiantur in eadem ferie A termini primum terni tum quater- 
ni, poft quini atque ita deinceps , prodibunt feries C, D, E, EF 
€c. ; que funt omnes feries arithmetic, & earum differentias ex- 
primunt numeri 9; 16 ; 25 €C. Series differentiarum ; quam vertica- 
lem conítitui , eadem eft cum fexie quadratorum numerorum na- 
turalium . 

Fac reducas feries omnes B; C, D cc. ad eam formam , ut 
primus earum terminus exprimatur per unitatem: quod obtinebis, 
fi dividas feriem B per 3, feriem C per 6, feriem I) per xo; 
atque ita deinceps. Hoc pacto nove efformabuntur feries, in qui- 
bus fecundus terminus erit 2 addita fractione ; qus continetur in 
ferie H , cujus primus terminus pertinet ad feriem prodeuntem ex 
B, fecundus ad eam ; qux nafcitur ex C ; atque ita de aliis. Qua- 
xe per feriem H hujufmodi feries facile efformabuntur. Etenim 
quum ominium primus terminus fit — x, diíferentia per quam hic 
a fecundo, & omnes antecedentes a confequentibus fuperantur erit 


x 3$ in prima, x -- r3 in altera, atque ita deinceps. Quare fi 


termini fumerentur infiniteni, hujufmodi differentia erit x —- ter- 
minus feriei H , qui in infinita fede collocatur. 


Ut hujufmodi terminus reperiatur, oportet feriei H. naturam 
inveftigare. Ex ferie A fummando terminos omnes antecedentes 
formetur, ut moris elt, feries K. Quifque videt feriem H nafci 
ex K, fi quilibet ejus terminus per fequentem dividatur. Sed fi 
terminorum numerus vocetur — 7; terminus generalis feriei K , 


nen-cr-i E: 
ut a plurimis demonftratur, eft — ; —: Ergo terminus TSEPAE 


-PORo B PS ; 3 : . 
z i : Igitur feriei H terminus generalis 


quens erit — s 


3 .np.n--t n : s 
| LLL z— — —. ltaque fi numerum z ponas infni- 
ELLZISUE PTUS 
tum, habebis terminum feriei H. in infinita fede collocatum : atqui 


in hac hypothefi 2 eft incomparabilis cum 5 infnito: Ergo ter- 
1n1nus 
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minus pofitus in fede infinita — — — x. Quapropter differentia 
ejus feriei, qua oritur acceptis feriei A terminis infinitenis , reda- 
Ctoque primo termino ad unitatem , prodit — x -- x — 2. Si 
hac diiferentjia formetur feries I, orietur feries numerorum impa* 
rum. Q. E. D. 

Potuiifem fortaífe facilius determinare terminum generalem 


feriei H, íi eandem convertiffem in feriem L. Hujus enim ter- 

L . x "n 
minum generalem. primo intuitu apparet effe — — —-. Sed ma 
n 
lui eundem deducere ex ferie K , qux nihil aliud continet, quam 
primos terminos ferierum A, B, C, D ec. Spero fore, ut ab hac 
demonítratione mens tua obícuritate omni liberetur. Velim tibi 
períuadeas ; me nihil omiifurum, quod tibi , tuifque ftudiis eíle 
poílit utilitati. Fac valeas. 


Ex Col S. Lucie pridie idus Novembris x74g. 
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OPUSCULUM NONUM. 


Epiflole due agentes de equationibus cubicis refolutionem 
admittentibus. 


EPISTOLA PKIMA 
VIENCENTIUS RICCATUS 


LAC O.B.O MUATLISQCSOGC EG 


In Bononienfi Scientiarum Infituto Geograpbiee , 
€ Nautice P. 


S. P. D. 


N monumentis Ácademiz Regie Parifienfis pertinentibus ad 

annos 1741, & 42, quz non ita pridem ad me pervenerunt , 

in lucem emiífa eft difquifitio analytica Nicolo viri dodtiffimi , 

qua agens de zquationibus gradus tertii demonftrat , radices 

tres zquationis x? —— px -- 2p 
3 


in 


— o ita exprimi poffe, ut 
nulla appareat quantitas imaginaria, inio unam ex radicibus » per 


quam relique due inveniuntur, effe 4 — y [id 
3 


qua vir clariffimus utitur, ingeniofa eft vel maxime. Namque pri- 
mum Cardani formulam , que includit imaginaria, ob oculos fibi 
Proponit; tum duas radices tertias, ex quibus eadem formula coa- 
lefcit, convertit in feries duas infinitas ; poft feriebus fimul addi- 
'i$ quantitates omnes imaginarias eliminat; demum nove feriei 
naturam confiderans ejus fummam expreffione algebraica determi- 
Dàt, quz caret imaginariis. 

Theorema hoc aliquot ante annos detexeram methodo diver- 
fiffima , qua quanquam fübtilitate Nicole methodo concedit , ta- 
^en videtur elegantia, ac fimplicitate preftare. Methodum meam 
3d te, Jacobe ornatiffime ; Ícribere decrevi , ut videas , quo pacto 


9nge diverfis viis ad eandem veritatem veniamus. Hanc ob rem 
"*c duo Lemmata. premitto. 


— o. Methodus, 


R Le- 
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Lemma primum. Radix tertia quantitatis 2 — 2f V 


$3—- $— 
— vm n MERE. 


Demenfiatio. Elevetur ad poteftatem cubicam quantitas 


- me gu Id 
— Vm — vm : Vis rj; & invenietur 


—m- mv -L 3m — mv —x —am-amy x. 


3, ———————— 35s 3 CE 
VS ENVIEim x ym. V m-V —r Q. E. D. 


Lemma fccundum . Radix tertia quantitatis 2 m -1- 2 my — x eft 
ER 3. ud 
— Vm -- vm. v 1. 
Demonftratio eadem methodo perficietur . 
Hifce fuppofitis confidero gquationem oecumenicam gradus 


terti nempe 3à — px -j- 4— 0, cujus radicem. unam invenit 


Scipio Ferreus, ut fcriptit Cardanus » ideft 


EE uz TI 
x -- TA NUUERLEE Mer copo Ut utraque 


2 A — 
4 27 4 27 


Igitur 


xadix tertia contineatur in canone duorum lemmatum ; qug p 
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V. Qui valor fi fubfti- 


1p 
—£2 
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tuatur in zquatione gradus tertii , fiet :3gges px AES 
cujus rad;x ex formula Cardani erit 
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Ad extrahendam, utramque ex radicibus cubicis» fatis erit ! 
lemmatum formulis ponere pro s ejus valorem " 21 : 


Qrie- 
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Orietur autem 


LEE VERSUS A28 EIS 


S. vi? — v. Qus formula 
3 


€a ipfa eft, quam per aliam methodum Nicolas invenit. 


Duas reliquas radices zquationis noflrz facto calculo nancifce- 


ris LY Ee. 


Quzres ex me fortaffe, vir clariffime , utftum mea methodus 
par fit aliis squationibus refolvendis. Alias infinitas formulas , non 
diffimiles ab ea, quam Nicolas propofuit , ajo fimiliter refolvi : 
tametfi fperandum non fit, rem poffe in omnibus confci. Ad 
hunc £ánem ; quemadmodum antea feci, lemmata praemitto duo. 


Lemma primum. Radix tertia quantitatis 


dw . i 3/-— 3/— 
m.gm —ax —mvy-—zr. 3n—m) eft zqualis m PS PR um 


——— 


Lemma alterum. Radix cubica quantitatis 


n.r —x-pmV—x. 32—5) equat —Vm -- 2n VmV-—az. 


Si eleves radices ad cubicam poteftatem , utrumque lemma 
clariffíme denionitrabis. 


Ut radix xquationis cccumenicz , quam exhibuit Cardanus , 
in premiffis formulis contineatur ,' neceffe eft, valere hujufmodi 
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z 
m : qui valor fi fubflituatur in for- 
p*tam - -- s 


inula tertii gradus ; exhibebit 


3 2p /p 32? — x 
D—pzr--TVE. mecsccru 
2-255 v ceat 


Hujufte zquationis radix ex Cardani methodo erit 


— 0o. Si hx formule cum Ilemmatum formulis comparentur ; 1nm* 


venientur eífe m — DUET 2 Quapropter extrackis xa 


: 3 12-52* | ;rirca* 
dicibus erit 


x i E ib init is DE diy y Ley 
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-—905 five x—2 / —L— — o. Q. E. I. 
[ ;r* 


Relique duz radices zquationis, facto notiffimo calculo ;. 19* 
venientur effe 


uidi zy 


aad 
2r» 


Si numero z diverfos valores tribuas vel rationales ; vel wu 
tionales, infnitze formule orientur; quarum radices tres ita m 
niuntur,; ut imaginaria locum non habeant. Advertendum d 
eft primo ; radices tres zquationis refolutz effe fzpenumero in 


or* 
menfurabiles ; fed earum incomenfurabiltas in primo tana 
i 
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dine confiftit; implicant enim dumtaxat radices fecundas , nun- 
quam autem tertias. Fac advertas deinde, in prima radice inven- 
ta adeife quantitatem radicalem ; íi adíit in zquatione,; fecus au- 
tem, fi non adíit. Quare íi zquatio radicalium expers fit ; per 


hanc methodum inveniemus femper radicem unam «commenfura- 
bilem. 


Hzc, quz plures ante annos mecum ipfe meditatus fueram , 
do&i(fimi Nicole difquifitio ad memoriam revocavit. "Tuum eft; 
Vir clariffime ; quanti facienda fint; judicare. Vale. 


Ex Coll S. Lucie tertio Idus Julii x750. 


134 Vincentii "Riccati . 


EcP:LoS T 9O-LoA $E C.U.N-D.A 


VINCENTIUS RICCATUS 


JAG O.B OM XRISECOT TO 
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€» Nautiee P. 
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methodus illa ; qua tres radices plurium zquationum cubica- 

rum fuperioribus litteris ab imaginariis liberavi ; ullam 

utilitatem habere poffit in zquationibus illis; quibus unica tantum 

: eft radix realis , relique dux imaginaris. Nullus dubito, quin fi 

eam methodum recte adhibeas, formam elegantiorem in multis 

squationibus radici reali concilies. Hanc ob rem, ut antea feci- 
mus, lemmata praemitto duo. 


QUE ex me, Vir dockiffime, mihique amiciffime ; utrum 


" . . 2 
Lemma primum. Quantitatis m. 32. --* -]-m.3n n^ xa- 
: : 3/— m 
dix cubica eft Vm -1- 2 Vm. 


. . E! : 
Lemma alterum. Quantitatis 9. 34. -- x — m.32 4 n! va- 


dix tertia eft /m — x Vm. Utrumque lemma & notum eit, & 
facillime demonftratur. 

Ut radices, quas formula Cardani fuppeditat, & quas in pri- 
ma epiftola defcripfi, in lemmatum formulis contineantur, neceffe 


2 
eft ; ut 4 — m.3* --zx5,& ELIT —m.ign--m. Ex 
EH 27 


quibus zquationibus invenies m — ^ y. i ,& t 
3 3 2 " 1 
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qui valor íi ponatur in zequatione 
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cecumenica tertii gradus , fufficiet 
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"Hujus zquationis radix Cardani modo expreffa erit 
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Si formularum fiat comparatio ; conftabit 7; 


Quare extractis radicibus fiet 


P 


du ul. EX 


l $- 1—»* 


Divifa autem zquatione tertii gradus exurget zquatio hzc fe- 
1 
cundi gradus x* — ax V zm A ier p—o,; que fi xe- 
i-a i ncs 

folvatur, exhibebit duas radices imaginarias. Hxc autem omnia 
dicta volo pro hypothefi, quod z munor fit unitate ; vel fi major 
fit unitate, quod p fit negativa. Si enim z fuperaret unitatem ; 
& p foret pofitiva, zquatio ipfa tertii gradus inplicaret imagi- 
naria . 

Ut tibi, tuifque petitionibus, Jacobe ornatiffime , facerem fa- 
tis, hzc addenda eife judicavi, quz in fuperioribus litteris ea de 
' cauifa omiferam , quia numis obvia videbantur, &t ex formulis Car- 
dani facile deducenda. Fac valeas. 


Ex Col. S. Lucie o&davo Kal. Sextilis 1750. 
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Epiflola offendens veram Baliani fententiam de theoria 
gravium decidentium . 
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Robavimus identidem , fi recte memoria tenes ; Vir prxítan- 
tiffime ; fententiam Cremutii Cordi dicentis ; a pofteritate 
quemlibet laudem accipere, quam promeruit. Quz fententia 
tametfi vera fit plerumque ; tamen aliquando contingere poteft ; ut 
auctor nobilis, qui & ingeniofe fcripfit, & vere, non folum jaceat 
in oblivione, fed etiam abfurde opinionis auctor paffim habeatur. 
In hoc calamitatis genus incurrit Joannes Baptifta Balianus Patri- 
tius Genuenfis acutiífimus mathematicus, qui fimul cum Galileo 
feculo decimo feptimo in Italia floruit. Gratum me tibi facturum 
fpero, fi ex operibus ejufdem Baliani, que nuper venerunt in ma- 
nus meas; tanti viri defenfionem fufcipiam : ea enim natura es» 
ut fuam cuique laudem tribui; maximopere gaudeas. 
Opinati funt nonnulli, corpus actum a gravitate, quz con- 
ftans fupponitur, defcendens per zqualia fpatiola accipere :qualem 
gradum velocitatis ; ita ut velocitates acquifite ubique fpatiis con- 
fedis proportione refpondeant. Opinio hzc follicitum aliquando ; 
& anxium tenuit Vincentium Vivianum (b), qui ut omni dubita- 
tione liberaretur, eandem Galileo Magiftro fuo examinandam 
pro- 
GAOOAEIS IS QUEUE 
(3) Has litteras primum edidit anno 1752. Salvator Corticellius homo etrW- 
fci fermonis peritifimiwu: in fuo perelegaxti opere, quod infcribitur De Etrufca 
Eloquentia Sermones centum : Deinde iterum typis mandavit anmo 1754 Auctor 
Hiforie litterarie Italie Tomo 6 paucis omiffisy que minus neceffaria vifa funt 
Nunc autem tertio eafdem produco ex italico in latinum fermonem translatas . 
(b) In hac editione corrig errorem ,. quem admifi in fuperioribus. Conflat 
enim ex vita Galilei compofita a Vincentio Viviane , non ab Evangelifla Torri 
cellio, quemadmodum axtea fcripferam, fed. ab eodem Viviano excitatam. fw4* 
hane dubitationem. 
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Propofuit. Galileus autem poftquam eam diligentius confideraffet , 
falfam effe ; arque in abfurdum deíinere demonftravit ; atque de- 
monftrationem fuis dialogis addidit , ut quifque videre poteft in 
omnibus editionibus, quz primam fubfequutz funt. Nihilo tamen 
$cius eandem opinionem azplexus, ac tutatus eít P. Cazreus in 
litteris Gafendo datis: qui contra ejus rationibus refpondit , & 

alilei fententiam propugnavit. Controverfiam hanc diremit .Pe- 
trus Fermatius Tolofanus Senator, & Geometra maximus, qui in 
epiftola, quam ad Oafendum fcripfit, per veterum methodum 
&cometrice demonfílravit, corpus defcendens in hypothefi Cazrii 
ad percurrendum quodlibet fpatium finitum tempore indigere infi- 
nito: quod abfurdum re vera nihil differt ab eo, quod protulit 
Galileus , atque probavit, tametfi Fermatius ufus fuerit clariore, 
atque exactiore demonftratione. 

Hanc opinionem ftatuentem , velocitates tenere fpatiorum pro- 
portionem , Baliano tribuit Chriftianus Wolfius vir celebris in edi- 
tione curfus mathematici, que edita eft Halx Magdeburgice anno 
1713. In ultimo enim opufculo ; in quo de fcriptis mathematicis 
verba facit, pronunciat Galilei inventa de corporum gravium de- 
fcenfu mutata fuiffe a Joanne Baptifta Baliano. 

Sufpicor, doctiffimum Wolfium primum fuiffe, qui damnatz 
fententiz auctorem fecerit Balianum. Etenim invenio Blondellum 
in libro , qui infcribitur, Bembarum projiciendavum avr, hec de 
Baliano fcribere: Noz ef? omittendum , Balianum Genuenfis Reipublicee 
Senatorem in libro de motu , qui codem tempore prodiit , quo dialogi 
Galili, uti pendulorum experimento ad demoaffrandum id » quod ex 
fua definitione colligit Galileus, nempe fpatia confetla a mobile defcen- 
dente effe inter fe in ratione duplicata. temporum , qu& in illis percur- 
vendis impenlir. Hioc fedulo animadverfum fuit in actis Lipfienfi- 
bus , ubi Blondelli opus recenfetur. Hifce adde P. Milliet de Chales , 
qui eandem effe fententiam Galilei, ac Baliani profitetur. Quare 
qui falfam opinionem Baliano tribuerit ; ante Wolf&um inveni ne- 
minem. Dicendum eft omnino , ofcitanter Baliani libros legiífe 
Wolf&um ; quia affirmat ; de liquidis verba fieri lib. 3, 4, $» quum 
lib. 4, 5, 6 agatur de liquidis. Mirandum porro eft, quomodo 
Wol&us errori huic tam firmiter adhzferit ^ ut in fequentibus edi- 
tionibus veluti in Geneveníi anni 1733» quotieícunque meminit 
opinionis ftatuentis velocitatem fpatio proportionalem , by pothefim 
Balani;, feu Bahanam appellet . Quoniam autem opera Wolfii 
omnium manibus verfantur, factum eit, ut ab eo in omnes ma- 
thematucos error hujufmodi pertrantierit. ; 


Verum 
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Verum qui veritatem aífequi cupit, Baliani librum evolvat. 
In textia propofitione hoc demonftratum leget , /igeay defcenfus gra- 
vium ; dum motu perpendiculari feruntur , effe in duplicata rationt 
diuturuitatum , quas nos ufitato vocabulo tempora nominamus. Si- 
militer in fexta propofitione hoc fibi proponit demonflrandum » 
gravia naturali motu defcendere [emper velocius ea vatione , ut tenpo* 
ribus &qualibus defcendant per fpatia femper majora juxta proportio- 
ncm, quam babent impares mumeri ab unitate inter fe. Hac autem» 
ut neminem fugit, funt pura puta theoremata Galilei. 

Sub oriri poteft dubitatio , utrum theoriam ; quam docet ; à 
Galileo didicerit Balianus. Editionum tempora ftatuamus , & du- 
bitatione liberabimur. Dialogi Galilei editi funt Lugduni Batavo- 
rum anno 1638 curante Comite de Noailles ; qui ante duos annos 
eofdem ab auctore acceperat; eodemque anno data eit epiftola ad 
eundem Comitem dialogis prefigendam. In hac editione non le- 
gitur refutatio hy pothefis velocitatum fpatiis proportionalium , qu£ » 
ut fupra monui; addita eít in pofterioribus editionibus. Balianus; 
qui femper hoc ftudiorum genere delectatus fuerat ; & qui ufque ab 
anno :61:, dum arcis Savonz prefectus eífet , pulcherrimas obfer- 
vationes iníflituerat ; primum libellum edidit anno eodem 1658, 
quem vidiífe Blondellum , dicendum eft ; de eo enim fcribit eo- 
dem tempore prodiiffe ; ac dialogos Galilei. Non fum nefcius Ba- 
liauum anno 1:646 emififfe in lucem opus in fex libros divifum » 
cujus mentionem facit Wolfius. Liber primus nihil eft aliud 
quam nova editio libelli typis imprefli anno :r638. Duo qui fe- 
quuntur folidorum theoriam profequuntur; in ultimis tribus de 
fluidis agitur. Dat operam auctor in libro altero , ut poftulatum ; 
quod antea fuppofuerat, pleniffime demonftret ; de ejus enim evi- 
dentia nonnihil ambigebat. Meminit quidem in prima praefatione 
mmechanices manufcriptze Galilei; íed opus hoc diverfum effe a 
dialogis ; certum eft. Hoc tantum dicere poffumus ; anno 1646» 
non prorfus ignotos fuiife Baliano dialogos Galilei ; nam in libri 
terii prefatione fcribit, fe mon iemorare, viam quam im fuo motu 
projecía deferibunt , vivis oculatiffmis vifum effe parabolicam : quz ve- 
ritas primum a Galilec in dialogis eft demonfira:a . 

Poftquam tempora hzc fancita funt, verofimile admodum mi- 
bi videtur, cum Galileum, cum Balianum ejufdem theoriz gra 
vium defcendentium auctores extitifle , neque alterum ab altero 
accepiffe . Qua in fententia magis, magifíque confirmor 5 quum 
methodos ; quibus uterque ufus eft; earumque diverfitatem con- 
Áfidero. Optimum erit utramque ad examen vocare, ut quif 


que 
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que judicare poffit de earum pulchritudine , atque elegantia . 
Galilei methodus , fi recte affequor, hac ratione progreditur , 
In ea definitione, in qua nomine motus zquabiliter accclerati il- 
lum intelligit , per quem fingulis zqualibus tempufculis squales 
aCcquiruntur gradus velocitatis hypothefin congruam przmittit 
qu£ a modo agendi , quo natura utitur, non videtur abhorrere. 
ypothefis hzc nondum vera judicanda eft , fed ea de cauta tan- 
tum proponitur, ut ad examen vocetur ; atque exper:entiz fubji- 
Ciatur. Quamobrem colligendz funt ab ea quotquot confectaria 
neceffario defcendunt , tum quz ad rite inftituta experimenta tra- 
uci poffunt, traducenda. Si experientia difcrepet a coufectariis 
deductis ,, neceífarium erit hypothefim reprobare tanquam falfam , 
& nature legibus diffentaneam: fi vero cum confectariis experien- 
tia conveniat  hypothefis thefis fiet, & a principiis experimeata- 
libus demonftrationem accipiet. Ad hoc periculum traducta hy po- 


thefis Galilei, veriílima inventa eft, & digna, quam univerfa 
Geometrarum Refpublica amplectatur, - 


Quanquam methodus hzc recta eft, & non raro utilis veritati 
venande: tamen de ejus exitu plurimum fibi fortuna aífümit: E- 
tenim fortunz debemus, quod illam hypothefim. feligamus ; que 
deinceps ab experimentis comprobetur. Si alia hypothefis ad exa- 
men vocaretur , ftudia omnia; laborefque deperdereutur. «Reapfe fi 
Galileus amplexüs fuiifet opinionem Íítatuentem velocitates fpatiis 
Proportionales ;" quz primo afpectu sque congrua ; ac confentanea 
videri poteft ; coactus fuitfet eam reprobare tanquam omnibus re- 
€&e inftitutis experimentis adverfantem , Non fum nefc;ius, in hu- 
jufmodi difficillimis, ac periculofis inquifitionibus opitulati pluri- 


mum re&am judicandi rationem » qua, ut omnibus notum eit; 
mirifice ornatus erat Galileus. 


Tranfeo ad methodum Baliani , cujus ratiocinatio initium fu- 
mit ab experientia, quz in phyfico-mathematicis inveftigationibus 
tanquam unicum, ac univerfale principium habenda ett. Obfer- 
vando collegerat Balianus , duo pendula inzqualia arcus fimiles de- 
Ícribentia dato tempore tot ofcillationes conficere ; ut earum nu- 
merus fit femper in ratione reciproca íubduplicata longitudinum : 
Igitur quum numerus ofcillationum dato tempore peractarum fit 
femper inverfe ut tempus, quo quzlibet ofcillatio perícitur; erunt 
tempora fingularum ofcillationum in ratione directa dimidiata lon- 
£itudinum pendulorum. Poft hoc confectarium ad aliud tranfit y 
quod valde nature confentaneum videtur: nimirum colligit ; tem- 
Pera quoque; quibu; duo ingqualia pendula defcribunt dics 

$a £$ 5 
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les , & fimiliter pofitos effe inter fe in ratione longitudinum fub- 
duplicata. Hifce ftatutis conftituit duo pendula horizontalia, & fi- 
nit ea cadere per duos arcus minimos fimiles, qui cum tangenti- 
bus verticalibus confunduntur : Igitur tempora quibus duo hi arcus 
minimi defícribuntur , erunt in ratione dimidiata longitudinum 
pendulorum , five eorundem arcuum : Ergo duo arcus minimi erunt 
in ratione duplicata temporum , quibus percurruntur: atqui quo- 
niam arcus confunduntur cum tangentibus verticalibus ; funt Ípa- 
tia motu verticali confecta: Ergo fpatia funt in ratione temporum 
duplicata. Quod princeps eft theorema ; ex quo cetera omnia in- 
veniuntur ; ac demonftrantur. 

Laudanda eít prudentia Galilei, qui hypothefim fuam per 
tuta experimenta comprobavit; fed Baliani methodus exactior mi- 
hi videtur, & felicior. Nam quum initium ducat ab experientia ; 
jubet ; ut ita dicam, naturam ea, qus celat; arcana in apertum 
proferre. Laus maxima danda eft Galileo, qui in gravium caden- 
tium theoriam majus augmentum contulit ; quam Balianus ; qui 
eo tempore non egerat, nifi de gravibus aut verticaliter, aut per 
planum inclinatum defcendentibus; fed fua Baliano, qui theoriz 
principia invenit ; deneganda non eft, quod certe fi in przfens 
viveret Galileus, praeftare non dubitaret. 

Tibi autem potiffimum vir przftantiffime, ad defendendum 
Baliani jus, hzc fcribenda cenfui ; quia quum plurimi femper fe- 
ceris homines doctos, & de bonis facultatibus meritos , tibi rem 
gratiffimam me facturum eífe judicavi. Fac valeas. 


Tertio nonas Juli anni x75x 
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te; quod anno 1697 in atis lipfienfibus propofitum fuit a 

Joanne Bérnoullio Geometra ; ut nofti, in primis acuto, in 
cauffa eft Joannes Theophilus Waltius homo do&iffimus qui in 
eifdem ackis anni 1739 illius theorematis analyfim edidit, quz 
quantum artificiis abundat , tantum propter longitudinem videtur 
effe molefta. Etenim mihi Waltii opufculum legere incipienti cu- 
pido fuborta eft experiundi , utrum faciliori ; atque elegantiori ana- 
lyfi theorema Bernoullii eruere potuiífem : que cupido magis ma- 
gifque adaudta eft ; quum legerim ipfum Bernoullium fateri, fe 
non indicare , qua via ; quave analyfi illud invenerit ; quia calcu- 
lus foret uimic prolixitatis. Quidquid autem a me: inventum eft 
judicio, cenfureque tuz libens fubmitto. Certe methodus , quz fe 
fe obtulit quafi non vocata, non folum Bernoullii theorema | inve- 
nit; fed plura alia patefacit; quz non mediocri elegantia praedita 
effe mihi videntur. 


Q tibi; Vir Clariffime, fcribam de perantiquo theorema- 


Theorema ita a fuo Auctore exponitur. Sí pofitis curve cooydinatis 
1x 4y* 


, ; x4y 
X» y fiat alia. curva , cujus coordinatee fint 2 & : 
dx dx 


erunt 
— 


— MÀ — — — — — — — — —— 
(a) In lucem emiffa fuit bec epiflela fermone italico anno 1752 in 
*omo decimo Symb. let. collcét. ab Antonio Francifco Gorio viro docli fimo . 
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erunt ambe cuvu& penityiy , i» genita fimul fumpte ve&lificabiler. Li- 
ceat mihi paullo aliter theorema proponere ; nimirum: fi curvz da- 
tz zquatio fit d y — pdx, in qua p data fit per x, & conttantes » 
3 
^ 2 
2 Sp'dx, curve ambz fimul fumpta reCtificationem recipient. 


LE . L LI E 
& fi defcribatur alia curva, cujus coordinate fint xp! , xp 


Ut voti compos fiam , neceífe eft , addam elemento curve da- 


tz, quod eft — 4x V1 - Pp, ejufmodi quantitatem  differentia- 
lem; qus przedita fit duabus hifce conditioiibus : prima ut ejus 
quadratum divifibile fit in duo quadrata , quorum radices nullam 
quantitatem imaginariam involvant: fecunda , ut datz curvzm ele- 
mento addita prebeat formulam integrabilem. Primz conditioni fa 
ciet fatis quxlibet formula differentialis multiplicata per v//M -4- N » 
in qua radice uterque terminus figno —- afficiatur. Ut autem lon- 
. T XB S 'ACTIT CH . . 
gos calculos vitem. pro V/M -- N utar v/1 -- pp, quz ineft in 
elemento curve date. Alteram conditionem ut obtineam,; in fub- 
fidiumn vocabo methodum quantitatum indeterminatarum. 
ltaque pono quzfite curve elementum eife 

— Vdx-F-Zxdp.vi-rpp,; in quo V, Z funt quantitates 
determinandz per x in analyfeos progreffu. Igitur fumma duo- 
rum elementorum erit — 


dx .vVx-pp - Vdx -d- Zxdp. vi -d- pp — 


zx--V.dxyx--pp -- Zxdpv 


integrale effe — 


vx cep? 
Conferatur hzc formula cum fuperiore , ut determinetur Z , & fet 


Zxdpvi -- pp — dV.x va --pp--LVyxB4 Quoniam 
F Yt-c-pp 
V debet deinceps determinari per x, aut per p fat d V — qdp» 


fa&aque fubftitutione divide per xdpya —L- pp» & invenies 
Quapropter fi in affumpto elemento curv£ 


quzíitz pro Z inventus valor fubítituatur; ipfum additum elemen- 
to 
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to curvz additz integrabife erit.; faCctaque integratione proveniet 


Y-EV. rv pp. 


Inveniendz funt coordinate curve quzfite. Elementi curve 


quefite Vdx -i- Zxdp. V1 4- Pp quadratum in duo hzc qua- 
drata dividatur 


Vdx-d- Zxdp » peVdx--Zxdp'. 


Horum radices; que nihil continent imaginarii , dabunt differen- 
tias duarum coordinatarum curve quefite , nempe 


Vdx -- Zxdp, p.Vdx -- Zudp. 
In his ponatur valor quantitatis Z inventus, & fient 


x a. d 2 
Vds -4- qxdp-i- 1 2272, p.Vdx -- qxdp sr ei. 


atqui gd p — dV: Ergo coordinatarum differentie funt 


a--V.xpd —^-V.xpdp 
Yar-eperpv-p re, poVdacrosd e ser 7. 


Harum autem integrales dabunt duas quaefite cum coordinatas , 
In fumendis integralibus conftantes omitti poffunt ; quia harum 
additio curvas non mutat, neque fignorum habenda eft xatio, 
quia coordinate ; vel pofitive , vel negativi? accipiantur; curvam 
dant eandem. 

Antequam indeterminatam V per x, & per p determino, 
determinari autem poteft prout libet , juvat advertere differen- 
tias duarum coordinatarum curve quzfite ita eífe affe&tas, ut fi 
prima multiplicetur per p alteram exhibeat: quz conditio repe- 
ritur etiam in differentiis coordinatarum curva datz. Quapropter 


fi fat Vdx -- xdV -L- ILE — dz, diffexentiz* coordina- 


farum curve modo inventz erunt dz, pdz: Ergo fi defcribatur 
Curva, in qua differenti; coordinaiarum fint 


3 Ex 1-- W.2 dp 

Wuz-budqw-i tW zb 9 WwdgzcEzdW-[--——— 
I -FoPP vimus dia 

hec fimul cum fuperiore erit integrabilis, & zqualis x —E- W, 


yx -i- pp. Conílat autem z dari per x. Atque hoc deinceps 
Primum theorema vocabimus. 
Quan- 
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Quanquàm quantitas W poteft determinari ut libet, tamen ut 
tertia curva proficifcatur ex fecunda , quomodo fecunda ex prima; 
debet W ita dari per z, ficuti V per x. Quare fi V data fit folum 
per p» erit V — W ; fi autem data fit etiam per x, non erit dif- 
ficile indeterminatam V fimiliter determinare per z. Hac autem 
ratione a tertia curva fit progreifus ad quartam , a quarta ad quin- 
tam, atque ita deinceps. Hec animadverfio ad conítruendas cur- 
varum feries ; in quibus fingula paria rectificationem | admittunt » 
mirum in modum conducit. 

Preterea quemadmodum ex curva, cujus coordinatarum diffe- 


rentis funt dx , pdx oritur curva habens pro coordinatis integra- 
les quantitatum 


--V.xpdp r--V.xpdp. 
Vdx xdN bear picis i doi 23V. d LFLENS ES ER 
-r -r ip cep dx Jd- xdV AUC 
ita viciffim ex hac illa orietur ; & fumma duarum curvarum erit 


Xp Y x v1 -r-pp. Fac igitur Vdx -- xd V -- ——— 

dz, & per hanc zquationem determina x. Divide &quationem 
per xV, & habebis 

Ax 4v 

ww 


V.x- pp ee 


TOES 5, in qua c eft numerus; 
V.x c-r pp 


cujus logarithmus zxquat unitatem. Facta fubftitutione orietur :qua- 


dz " 4v ds dv 
eFac — -ouyecd-oTo— Vy atque 


xV. —.r. Perada fubftitutione habebimus E LH five 
Srdz: Ergo xVs — Ssdz» five 

x --V pp 

V.r-c-pp 
— up Quare fi coordinate curv* 


Vis goele p 
V.c ; 
fint z; Spilz , alterius, que cum hac intcgrationem | admittit » 
coordinatzs erunt 


Sdz* 
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Xt gr 
. (ic 
Sis. Vf152 E an Su. LEUR P 


B2. 4 


S *-- V.b*dp 


[1 


En E TSUPE 
V.c Ng: P V.c 


Similiter ex identitate rationis fi coordinate fint x, Spdx alte- 
rius coordinate erunt ille, qux oriuntur ex fuperioribus, fi z mu- 
tetur in x. Atque hoc éft novum theorema oecumenicum ; quod 
deinceps fecundum appellabitur. Nemo, non videt, ex hac fecunda 
Curva inveniri tertiam , atque ita efformari feriem; quemadmo- 
dum. antca fecimus. 

Notandum judico , feriem precedentem ex primo theoremate 
inventam per hoc fecundum ad alteram partem non difficulter 
produci po!e, fi V detur folum per p. Verum íi non detur per 
folam p; neceife eft ita V dari per x, quemadmodum antea daba- 
tur per z: quod in plerifque cafibus non ita proclive eft inventu. 
Harum ferierum , qux per hafce methodos etformantur, mirabiles 
funt proprietates ; fed hafce clare patefaciemus, dum bac oecume- 
nica theoremata alicui exemplo applicabimus. 

Ad primum theorema redeamus , & per determinationem 
quantitatis V alia theoremata minus late patentia eliciamus. Ho- 
rum autem omnium maxime fimplex videtur effe, quod oritur ex 
determinatione V — pp. La hac hypothefi quum elementa coor- 
dinatarum . datz curve fint dx, pdx, elementa coordinatarum 


curve quzfite erunt p dx -d- axpdp , D dx -- axp dp» 
que integrata dabunt ordinatas 


3 
;p* 


Hoc ipfum eft theorema Joannis Bernoulli viri celeberrimi , cujus 
analyfim ex noítra methodo facilem ; & expeditam produximus. 
Exemplum Bernoullii fequentes applicemus hoc theorema pa- 
m --a 
. . x 
rabolis , & fupponamus curve datz coordinatas eífe x , — : 


"m 
m--53.A 
m 


. . ure m ; 
quare earum differentim erunt dx, ——: Btgo p — — . Ex his 
A A 
2 deter- 
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determinationibus orientur curv 
3m -- X óíitm cbr 3m --r 


€ quzfit? coordinate 


c—E Íce duas curv itui in ap- 
am i-r am C AP Ha curvas conftitui in ap 


pofita tabella primam ad num. x, inventam ad num. 2. Quum 


autem duarum curvarum fumma fit — i --V. xVax -- pp; erit 
Ac E 
2m ? 2m Qj im 


. * . A 
fubflitutis valoribus — x. x-j..* EAE m. Quas 
A?m A37 


Li 
— 
z 


A* P px 
AN 
in eadem tabella apparet. 


fi vocetur — Z; fiet curvarum. fumma — x Z , ut 


Sed non contentus hac fecunda curva , que flatim ex prima 
oritur, «x fccunda invenio tertiam ex tertia quartam , atque ita 
deinceps per methodum fupra traditam; tum omnes in tabella 
appono; ut feries curvarum. efformetur numeris pofitivis exprefía. 
Littere autem B, C ; D &c. femper detignant coefficiens fu- 
perioris curve ita, ut B. — 27 7 * emp, pec. 

SPI MU EO RANTS E eem * óm -- 1? 
atque ifa deinceps. In hac autem ferie quodlibet par habet curvas 
fimul fümptas rectificabiles , & quidem zquales illi quantitati 
que in tabella appofita eft, 


Producta hac ferie ad partem inferiorem do operam, ut ad 
2: P "Es 
alteram etiam partem proiraham. Hoc autem duplici methodo 
preítari poteft; vel per naturam feriei, quz fatis cognita eft , ut 
protrahi poffit , vel per alterum generale theorema , quod in cafu 
ad maximam fimplicitatem conformatur. Hoc autem feci in ta- 
bella, & curvas appofui fub numeris negativis incipiendo a o. Hoc 
tamen difcrimen intercedit inter inferiorem ; & fuperiorem cut- 
vam; quod in hac littere G, H; K &c. defignant cocfücientes 
. ; RAI Y —-21»--35 
nata curva 1 em Eee S e RD i 
ordinatze * inferioris ita, ut fit G cuu TO x TIE 
—4m t D - S 
BH. eps. 1 arum 
KH —i» 1? Atque ita deinceps umma autem du 
Curvarum apponitur ut fupra , 
Serie hac efformata exprime curvas per numeros, a quibus 
indicantur; atque hzc adnota 


x 3-2 
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—ÀÁ 
pax?? t 
L— —— ——— Z: Ergo facta fubtractione 


AT 


A2. 2 pgu7 t 


. Z. Praeterea 
AT" 


4m -- x Ls 
ui ;-- Z: Ergo fa&a additione 


3-p4 

A* 

adus gai 2h c Fog euer 
Pepepueca e E ree i 
Aa" 

atque ita progrediendo reperies ; primam additam alteri tenenti 
€dem parem habere fummam rectificabilem ,. imminutam autem 
altera tenente fedem imparem habere differentiam re&bficab;lem - 
Quod dictum eít de prima demonítrabitur eadem ratione de omni- 
bus aliis. Quare oritur hoc theorema: dux quzlibet curvz ex no- 
ftra ferie, fi alia fit in fede pari, alia in impari, habent fum- 
mam recificabilem ; fi ambz in fede pari, aut ambe in impari 
habebunt differentiam reCtificabilem. Itaque non tantum verum 
eft, quod a Bernoullio notatur, quamlibet parabolam habere aliam 
parabolam , cum qua conjuncta reCLificatur, fed etiam verum eft, 


inhinitas eife parabolas , qu: vel data additz , vel a data detractz 
re&ifcationem recipiunt. 


Ex hoc infiniti alii arcus determinari poffunt in noflris para- 
bolis,. quorum fumma , vel differentia rectificabilis eft. Quod ut 
breviffime indicem , fit quxlibet parabola AC G, in qua fumpta 
abfciffa AB determinetur arcus AC. Sit alia parabola AEM, 
que cum priori reCtificationem recipiat. Abfcindatur analoga ab- 
fíciffa AD , & arcus AE ita; ut AC -- AE «zquet quantitatem 
aleebraicam . Accipiatur alia abíciffa AF major determinans ar- 
cum AG. Duo accidere poffunt: primum ut abíciífa analoga fit 
major, quam A D, deinde ut fit minor. Sit primo major, nem- 
pe AH , cui refpondet arcus AM. Quoniam 

AG -- AM zquat algebraicam quantitatem , 
Item AC -- AE facta fubtractione inveniemus arcus C G --EM 
reGificabiles effe. Sit deinde abfciffa A K minor quam AD; 
habebimus arcus AG - AN, & 
AC-LAE recificabiles: Ergo facta fubtra&io- 
ne detegemus | CG — EN redificabiles, Q. E. I. 


T-3 Si 
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Si vero duarum parabolarum differentia rectificabilis fit, im 
primo cafu habebimus 


AG — AM, & 
AC — AE reGificabiles : Ergo fubtrahendo 
EG — EM pariter rectificabilis. In fecundo autem cafu per ean- 
dem methodum probabimus fummam arcuum 
CG -- NE zquare quantitatem algebraicam. 
Doctiffimus Bernoullius optime advertit, ex parabola : primaria 
cubica oriri parabolam primariam cubicam : quod ex noftra ferie 


fatis colligitur, quia fi ponas ; — — $ , curve datz, que numero 
ES 
x adjacet ordinate erunt x, 3A x; curve autem 2, quz à 
A 
P 
x3 
rabola primaria cubica. Hoc tamen ineft diferiminis, quod in 
prima abíciffe accipiende funt in axe, in fecunda capiendge funt 
in tangente axi normale. Ex quo fit, ut curva tertia , quse ex 
hac nafcitur non fit amplius parabola primaria cubica , fcd al- 
tioris ordinis, nimirum parabola quinta feptimz poteftatis, Mi- 
ra itaque videtur Bernoullio proprietas parabole cubic primariz ; 
cujus arcus conjunctus cum, alio arcu ejufdem curve rectificatio- 
nem non refpuit. 

Verum proprietas hec non convenit foli primariz cubice , fed 
etiam infinitis aliis parabolis. Namque tum in noflra ferie curvz erunt 
ejufdem ordinis, quoties index ordinatz in fuperiore divifus per indi- 
cem abfciffz fit equalis indici abíciffa divifz per indicem ordinat 
in inferiore. Si hanc regulam adhibens efficias , ut dux quzlibet cur* 
ve proxime fint in eodem ordine, femper invenies parabolas pri- 
1narias cubicas: fed duse hifce proximis, quarum una in fede in- 
feriore , altera in fede fuperiore pofita eft , erunt parabole quint£ 
feptimz poteflatis: quse deinceps fequuntur, erunt dux parabolg 


none undecimz poteflatis: atque ita deinceps. Quare omnes pà- 


* x 4n -- X * x 
rabole ; cujus index fit — EY exiflente z numero integro; ha* 


2 
^ : v 
» 7, . Utraque vero curva invenitur effe pa- 


prima nafcitur 


bent proprietatem , ut conjurctz cum alia parabola ejufdem ordi- 
nis re&tibcationem recipiant. 

Quod fi velis effe ejufdem ordinis duas parabolas non propin- 
quas, fed qu» aliam mediam tenent, invenies parabolas tertias 
quinte poteftatis ; quz proximum locum obtinent, erunt parabole 

fepti- 
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feptim:e poteflatis nonz; que fequuntur parabole undecimz pote- 
flatis decimztertiz ; atque ita deinceps. Omnes iíle parabole, 


quarum index generatim eft — 


an --3 : 
- (a eft aut numerus inte- 
4n 7-5 
E£er, aut o) minutz arcu parabolico ejufdem ordinis rectificatio- : 
nem admittunt. Quz autem inter has medium tenet lccum ; in- 
venies effe hyperbolam appollonianam. Plura alia de curvis,: que 
in expofita ferie continentur adnotare poffem : fed Geometrm fcri- 
bens fuperfluum arbitror attingere, qux ipfe per fefe videbit. 
Deduximus ex noftra methodo bernoullianum theorema: fed 
quamplurima alia theoremata elicies, licet non ita fimplicia atque 


elegantia, fi indeterminatam V alia ratione determines; ut fi 
atuas 


x - V — M. x -- pp; vel univerfalius 


n 
x--V-—M. x pp , aut fi ponas V — x, Verum omiítten- 


da non eft determinatio maxime fimplex, per quam fi algebraica 


fit curva data, etiam quifita femper proveniet algebraica. 


M.r-pp 
Supponamus x -[- V — AR 


Igitus x 4- Vx — 
M.r:-L-pp, & fumptis differentiis ; tranfpofitifque terminis 


Vdx-L-xdVv 


s — 2Mpdp——dx.'Faca itaque fubftitutione coor- 
dinatarum di 


fferentiz in curva quzfita erurt 

2Mpdp — dx -- Mpdp  , 2Mp'dp —pdx -- Mp dp 
five 

3Mpdp — dx : 3Mp dp — pdzx 


& facta integratione 


3 2 5 : 

*Mp —x ( Mp — Spdx. Si cutva data 

fit algebraica, poterit algebraice haberi Spdx: Ergo etiam curva 

inventa algebraica eft. Utriufque autem curvo arcus fimul fumpti 
E 

emnt — M. x -- pp *. Hoc folum adverte, conftantium fepe 

habendam rationem effe; quas omifimus in integratione. 

Si velis feriem conftruere ex noftra methodo ; rem inutilem 
tentabis , nam cito ad eandem curvam redibis . Quod ut conftet ; fac 
3Mp' — x — z: Ergo curve coordinate funt 

z; Spdz: Igitur curve, qu& ex hac nafcitur, coordinata: 
inve- 
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invenientur (i novam conftantem .N. introducas 
£ Np —z, Np — Spdz,; & pro z 
ejus valore fubftituto 
FN Mp -Lz ,Np —Ss5Mp dp—pdx 
five 


LON—M.p --ax ,N-—M.p -r-Spdx. 


3 
Summa autem arcus fuperioris, & hujus erit — N . x -L- PD -* 
Ergo differentia inter arcum date , & modo invente — 


ER 
N—M.zx--pp*. 


: 3 TZ Yu ere 2 : c 
Si rurfus fat —-. N —M..5p' Lx — z, invenientur or 
dinate nove curve introducta tertia conítante O 


13 :O0—N-r-M.p —z, O—N-F-M.p! — Spádx, 
que non differt ab €3; que primum inventa eít, namque quod 
in illa — M, in hac — O — N -j- M. Quare hzc determinatio 
quantitatis V feriem utilem fuppeditare non poteft. 


Sed hzc fatis fint ad methodum indicandam. Tu interea 
&£eometriam , ut facis; cole; & perfice. Vale. 


e — e M €À—À—£—— 


Pa. I50 


Curvarum fumma 
42 qua ponitur 


Abfciffae Ordiuata 
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zz epp 
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I$I 
OPUSCULUM DUODECIMUM. 


De methodo Hermanni ad locos geometricos 
refolvendos 


BJ 13d:0:E-: 


UPNOHNTFIUS-RICCWCTUS 


P-I-O BACCI Geo UN 


In Bononienfi Avchigymnafio Pullico 
Geometrie Profeffori 


S. P. D. 


(Qs eam methodum ; quz ad conftruendos locos geometri- 


cos fecundi gradus in Ac. Petrop. tomo quarfo propofita eft 

ab Hermanno viro celeberrimo , probas ; atque extollis , ju- 
dicium tuum , Vir Clariffime , plurimi facere , verbifque commen- 
dare non defino. Nam quamquam methodo illa non utor, quia a 
primis annis alie facte mihi funt confuetudine familiares; tamen 
ea nulli fimplicitate ; atque elegantia mihi videtur concedere. Ve- 
rum in ea nonnihil obfcuritatis aliquando latere putas: 
convenire tecum non poífum. Etenim tametíi multa nimis jejune 
ab Hermanno tractata cenfeam , pleraque etiam , eaque magis dif- 
fcilia prorfus omiíffa; tamen ita omnia, neque multis verbis ex- 
plicari poife contendo ; ut omni obfcuritate fublata luce meridiana 
Clariora fant. Quando autem rogas ( nihil enim tibi roganti ne- 
£are poffum ) accipe aliquot propofitiones, in quibus hy pothefes 
omnes Hermanni methodo clariffime abfolvuntur. 


in quo 


PROPOSITIO PRIMA. 
JEquationes primi gradus confílruere. 
T Hermanni methodo utamur, danda eft zquationi hujufmo- 


di forma y — mx --z, quod femper fieri poífe certum eft. 
$ume 
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Sume ( Fig. 1) initium abfciffauum in puncto A ; abfciffas autem 
x in re&a AP  pofitivas ad partem dexteram, negativas ad fini- 
ftram: y pofitive furfum dirigentur , negative deorfum; quod 
femper faciemus. Jam vero pone x — o, & fiet y — n. Quare 
ex pun&o A, quod eft abfciifarum initium , erige ad quemcumque 


angulum AF — 2, per punctum F tranfeat neceífe eít linea recta» 


P "s -—ü 
quz noftre zquationis fit locus. Tum face y — o, & fiet x — P 


Itaque ad partem abfciffarum negativarum fume A D — — , & de- 


terminabitur aliud. punctum D, per quod locus tranfeat. Si igitur 
jungas DF, habebis locum quzfitum , eruntque AP — x, PM 
— Jj» que quzrebantur. 

Si in zquatione 1 — 0, tum facta y — o, prodiret x — o0: 
quod indicat puncta D , A coincidere , & locum tranfire per pun- 
Cum A initium abfciffasaum. Hoc quum accidat nihil juvat eífice- 
re y —0; prodiret enim x — o , neque novum loci puactum de 
terminaretur. Quare ut hoc incommodum arceatur, ponenda eft 
x equales cuicumque conflanti, ex ca. — s, & fiet y — ms. Ab- 


, : r 1 . 
fcinde itaque AG — 5, & excita GF — m; in quocunque angu- 
I 
lo: pun&um FE attingat ; oportet; locus quzíitus. Itaque ducatur 


I I 
AFM, & ducantur MP parallele FG erunt AP — x, PM —J 
equationis propofitz. : 

Si » — o, liquet» locum quxfitum fore rectam parallelam li- 
nez abfciífarum. 

Ex harum conftructionum rstione fats conftat , quomodo ob- 
tinere poffis, ut ordinate quemlibet angulum eificiant cum linea 
abfíciíffarum . Quod fi velis ; ut locus ipfe cum ordinatis datum fa* 
ciat angulum ; hoc modo baud difficulter voti compos fiet, Super 


re&a AD — —* in cafu primo ; aut AG — ; in cafu altero de 

fcribe circuli fegmentum capiens angulum datum , in quo accom 
I 

moda AF — 4 in primo cafu ; aut GF — m: in fecundo cale 

locus per punctum determinatum tranfiens datum. angulum d 

cum ordinatis. Angulus autem ifte rectus erit; quum fegmentu 


defcriptum fuerit femicirculus. Hanc animadverfionem neceífarium 
fuit premittere, quia ilius deinceps indigebimus. 


PRO- 
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PROPOSITIO ALTERA. 


JÉEquatio y — mx -- nc V pz -l-4x --* pertinet ad Ellvpfim ; 
fi p fit negativa; ad Parabolam , fi p- x95 
ad Hyperbolam ; fi p fit pohitiva- 


T Njurius tibi effe viderer, fi hujufce propofitionis demonftratio- 
nem exponerem , 
JEquatio omnis alterius gradus indeterminata, qu& contineat 

quadratum yy, poteft, ut probe noíti, per extractionem radicis 

ad eam formam reduci, quam habet hujufce pxopofitionis equatio. 


PROPOSITIO TERTIA. 


AXquationem y — mx -- a -* Vx -- y .ad. Parabolam 
pertinentem conilruere. 


1 XQatio dividatur in duas, & ponatur pars rationalis mx 1-7 


— z; pars irrationalis 7 Vqx -- * - w. Harum prima 
conftruatur per primam propofitionem , cujus locus determinat po- 
fitionem diametri fectionis defcribendz. Pofita itaque linea abfcif- 
farum DAG (Fig.2), & earundem initio in puncto A, locus 
rationalis zquationis fit D VF, in quo pofita erit diameter Para- 
bole; cujus conftructio poftulatur. Ut autem ejus vertex- determi- 
netur; fumatur altera zquatio irrationalis; in qua ponatur uy — 0, 


. . -—-Y tus 
& invenietur x ——. Itaque accipienda eft AH — - ad partes 
negativarum abfciffarum ; quia valor negativus prodit, & ducenda 
conftructi loci ordinata H V. fecans locum in puncto V: punctum 
hoc erit vertex diametri, Ad Parabolam defcribendam aliud pun- 
€um determinandum eft, per quod tranfeat. Hanc ob rem face 


X — o, & invenies uz — c-r. Igitur du&ta AF ordinatis paral- 
lcla, fume in ea ex utraque parte pun&i F rectas FQ , F4, que 
cum inter fe aquales fint, tum fingule — yr: puncta Q»4 


erunt in feCtione defcribenda. Quapropter diametro VF , tangen- 
te VH ; vertice V defcribatur Parabola tranfiens per punctum Q : 
hzc erit locus quzfitus, & AP. erunt — x, PM — Jy z&quationis 
Propofitz . 

V Si 


- 
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Si r — o, & puncta A, H coinciderent, tum ad determinan- 
dum punctum aliquod Q , per quod Parabola tranfeat ; nihil ju- 
varet facere x — o; fed ponenda effet x — cuicumque conftanti ; 


€x. Ca. — 5, & fiet u — -- V/4r. Quantitas autem s ita fumen- 


da eft; ut ,/45 non fit imaginaria: quare fi q pofitiva eft & ipfa 
affirmativa fit oportet ; & vice verfa : opportunum fortaffe erit po- 


nere ; — 45 nam tum & y/4; — 7-4 evadit. Quare feda AG 
I ; 
— s age GF parallelam ordinatis , & ex utraque parte puncti F 
LI DI vt Fs 
duc FQ — F4 — /4:, & duo puncta Q , 4 in Parabola pofita 
determinabis. 


Eodem artificio utaris neceífe eft ; fi v fuerit negativa. Nam 


quum y/r fit imaginaria, per eam puncta curve non definientur . 
Quare facienda eft in formula irrationali x — 5, ut proveniat 4 


m V4 Tr. Quantitas autem $ non folum ita fumenda eft » 
ut 4; fit aifirmativa, fed etiam tam magna fit oportet, ut 45 — * 
Catera ut fupra abfolvenda. 

Si parametrum quzras ejus diametri , ad quam curva refertur» 


: A [FER 
ajo eam effe — X S 


, vel 


VE 


PROPOSITIO QUARTA. 


Conftruexe zquationem y — mx -- 2 nh px -4d-4x-r-f*5 
quz pertinet ad Ellypfim. 


. : LES Z2 
| i Iat primum mx -i- 5 —2z, deinde u — V — pz -- 4x -r* 
Prima ex his conftruatur per propofitioriem primam , & de- 
terminetur pofitio diametri, ut in fuperiore ( Fig. 3 ). Ut vertices 
q - 


determinentur , ponenda eft z — o, & invenietur x — "rd 


Vi -- É Hi duo valores utrumque verticem. determinant. Nam 


— 5. 3. Hl £.-as--25 
(t ADI f -pVIL-EI, A —547. META 


ex pun&is b, H ordinentur bu, H.V s u, V erunt vertices quzfi- 


: : : à : 441 ja. 
ti; & Vu diameter. Si r negativa fit, & major, quam $ omni 
fiunt 
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. * . . . m H —-1394 T 
funt imaginaria, & confiru&tio impoffibilis. Si vero y— —4* pun- 


4 * * 
Xa H; b, adeoque V, u coincidunt: qua de re Ellypfis redigitur 
ad punctum, & valores omnes y, & u imaginarii funt pizter 


unum duntaxat; qui refpondet abfciffe — "à 


Quando autem conftructio poffibilis eft, ad determinandum 
aliud pundtum, per quod Ellypfis tranfeat ; face x — o, & inve- 
nies y — -* Vr. Abfcinde itaque FQ — F4 — Vr; tum defcribe 
Ellypfim habentem diametrum Vu , tangentem rectas VH , u b, & 
tranfeuntem per punctum Q , & obtinebis locum quzfitum. 

Si r aut fit — o , aut fit negativa, fupervacaneum eft fuppo- 
nere x — o, quia in primo cafu fiet z — o, in fecundo imagina- 
ria. Quare fiat x — 5, quz quantitas ita fumenda eft , ut fit media 
i st FTEECTT s P ALCEREI 
Inter duas Ab. — 5 -- app P) AH YA GE za 
ne valor quantitatis ; proveniat imaginarius. In hac fuppofitione 


inveniemus u — -- V — p s* -L- 45 --r. Quare fumpta AG — ;, 
I ; [3H LI ————— 
duc GF, in qua abfcinde F Qu—PQ v/— pr? -- 4: -- : pun- 
IT 
€a Q;, 4 fpectant ad Elly pfim defcribendam. 


Ad inveniendam diametrum conjugatam fac advertas effe Hj 


— 4 ATOCE— Ergo divifa Hb bifariam in K fet HK — 


CET NECS inen eui hd ; 
) Am 4 ze Ergo invenietur AK — "PE Igitur pofita in gequa- 


. : . . vc. s d . . —€—À L id t 
tione irrationali x — i5 inveniemus zu - 2 


diametri conjugate C T, C zquabuntur. 


Sepe Ellypfis , que confiruitur, circulus effe poteft. Quzeri 
autém poteft, in quibus nam circumftantiis hoc contingat: nam 
9c cognito conílructio evaderet multo fimplicior , atque facilior. 
Ut curva defcribenda fit circulus ; nofti, Vir Clariffime » duas con- 
itiones requiri. Prima eít ; ut ordinatz concurrant cum diametro 
Vu ad angulos rectos: Ad habendam hanc conditionem. necefle eft 
ita contiruere locum DF squationis rationalis, ut ordinat»e AF 
faciant. cum. eodem angulum rectum : fupra autem docuimus , quo 
pacto hoc fat. 

Altera conditio poflulat ; ut du: diametri conjugate quales 

2 lint 


; cui femi- 
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fnt inter fe. Quando autem inventa eft diameter conjugata , in- 
venienda eít nunc diameter Vu, ut dus diametri zquari poffint. 
Hanc ob rem angulum , quem ordinatz faciunt cum linea abfcif- 
farum ; ut DAF voca — 9, ejus finus exprimatur per Sin.e. finus 
totus per Siz. t. Manifeitum eft fore 


; OUNENCT 2. $in. e fi Y 
Siphrespe oes Atm s eis DD 
M iiSine::Hboa " Vat Sint L M rlepbt. 
Eius dimidi vec -— Sm 44 * . Semidiameter hec 
1 1dium — "$i. "TT. -r P emi iam E 


facienda eft zqualis femidiametro conjugatz ; & orietur gquatio 


— 


V2 4-r— 06/14 -L "5 , & facta divifione per PAETR 4 Z2 


AP Sin.t APP , 4PP 


. * L 
fiet. /p — Cu ae Ergo p mm 3 
$n. t CIE 
ma conditione hujufmodi fit valor p; Ellypfis erit zquilatera, five 
circulus , 
Angulus e, ejufque finus dependent a notis quantitatibus, quc 


infunt in rationali squatione. Si fiat AD — —, erit AF — 7» 
* n PER: n . . 
o LE v1 —mm. Quare pofito finu toto — 7, erit Sin. 9 


nm 


. Quoties igitur fervata. pri" 


— 


E -vVi— mm: Ergo p — x — mm. Itaque fi p — x — mm» 
vquatio per circulum conftrui poterit . 

Etiamfi foret 2 — o, tamen eodem ratiocinio probarem eun- 
dem provenire quantitatis p valorem. Quod fü m—o,; deber 
p-—ai. Quapropter aperte conftat, quando conftrué&tio adhibito 
circulo poflit abfolvi. 


PROPOSITIO QUINTA. 


Sooc! Sie apr 
Conftruere »quationem y — mx 4r" ei vp x*-L-Q4x-rL* 
ad Hyperbolam fpectantem ; quum r minor eft, 
44 
uam —5. 
qu ap 
lvide zequationem de more in duas mx -- m — 25" T 


ze vp» -- qx —p r. Primam conftrue ut fupra ex prima 

propofitione ; & determina rectam ( Fig. 4) V D, quz erit pofitio 

diametri hyperbole conftruende. Ex altera vertices hujufce e 
; tx 
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: Hmm euius iE 
tri definies, fi ponas uy — o: qua in hypothefi invenies x — 7; 
2 44 
- Oy ii-.— —, qui valores reales erunt; quum pofita fit y 4 2. 
4PP P 
-1 
i i — 24 qgquec irs He 
Igitur abícinde AH — "m exe 2:2 & A n -- 


AT "s - & ex punctis H5, duc parallelas ordinatis HV ; bu, 


que in recta VD) determinabunt vertices V, 4. Ut aliud punctum 
invenias, per quod curva tranfeat , fac x — 5; cuicumque fcilicet 
Conftanti, quz tamen, ut imaginaria vites , oportet non fit media 
inter rectas AH ; Ab, fed vel utraque major , vel utraque minor ; 


& nancifceris u —— 7t vp $à--4q: p. Abfcinde itaque AG — 5» 


I S3 LI niim. ovd cepe : 
& ducta G F accipe FQ — F4 — Vp -I- qr--r: tum defcri- 
be hyperbolam ; cujus diameter fit Vu, tangens V H , & quz tran- 


Uu 
feat per puncta Q , 4; locum quzíitum obtinebis. 


Si re&tarum AH , Ab vel utraque affirmativa fit, vel utraque 
negativa; poteris facere x — o, & invenies u — -- " Y , que ra- 
dix in noftra hypothefi erit realis. Du&ta itaque AF parallela or- 


dinatis, fume FQ — F4 —vr; puncta Q , 4 erunt in hyper- 
bola defcribenda. 


Cafus ifti omnes tractati funt in Hermanni opufculo, in quo 
tamen defiderantur multz animadverfiones , quz ; quoniam neceiía- 
rie vife funt, a nobis non funt pretermiífe ; ut fi Hermannum 
legeris ; plane cognofces. De illis vero cafibus , quos in reliquis 
propofitionibus confideramus , ne vexbum quidem fecit Hermannus. 


PROPOSITIO SEXTA. 
Eandem zquationem conftruere, quum r7 E S 


Afus ifte, qui czteroquin omnium difficilimus eft, per ea; 
quas explicata funt, abfolvi nulla vatione poteft. Nam fi di- 


. Vifa, ut fupra, equatione in duas fiat & — 0, valor abfciife x 


provenit imaginarius: quod noa indicat, impoffibilem eife con- 
ftrutionem , fed zquationem ad fecundam diametrum eife referen- 
dam. Quem cafum ut fecundum Hermanni methodum tractemus , 
nihi] judico opportunius, quam determinare vertices primae diame- 
tri 
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tri conjugatz ejus, cui referenda eft zquatio. Hanc ob rem adver- 
tentes primam femidiametrum minimam effe ex ordinatis applica- 
tis fecundz diametro, poffemus eam per methodum maximorum ; 
& minimorum determinare. Sed cuum £eometricorum locorum 
doctrina iis plerumque tradatur , quibus fublimiores theorie ignotz 
funt; aliam viam fequi, fatius judicamus. 

Fac advertas primam diametrum in hyperbola zxqualiter difta- 
re a lineis zqualibus ; qus applicantur ejus diametro conjugatz ; 
five partem  fecunde diametri interceptam inter duas ordinatas 
equales dividi a prima diametro, aut a centro bifariam. Hoc au- 
tem centro invento nihil eft facilius , quam prime diametri ma- 
gnitudinem definire. His premiffis, quz certa funt, 

JEquationem datam de more divide in duas mx --n»n-—z,; 


— 


iu vpx* -F- 4X -- v. Primam conftrue ut femper. Per alteram 
ut invenias expedite duas ordinatim applicatas zu equales inter fe; 
pone x— 0, & habebis y — -- VT, qux radix nunquam poteft 
effe imaginaria , quia in hoc cafu ry 24, quz quantitas pofitiva 


eft, quum in hy perbola p ( Fig. 5) fit pofitiva. Itaque ducta ordi- 
natis parallela recta A F accipiatur F Q — Eq — T4 puncta 
Q 4 erunt in fe&ione. Pro z introduc J/r in equationem , & 
invenies y — px*-|-q4x -p r,fwe px-L- qX — 05 cujus radi- 
eg innt x 05 RES 


Ergo utrumlibet valorem habeat x, erit 


femper u — vr. Abfcinde itaque AG — d ; du&taque ordinata 
GH age HR — Hr — Vr, & puncta R., r erunt. jn fectione 
defcr.benda. Tum AG divide bifariam in E, & excita ordinatam 
EC, punctum C erit centrum hyperbole. Quoniam autem AE 
ou - hunc valorem .pro.x in zquatione fubflitue , & nancifceris 
— VAT. e d — 4 mq T i : fe- 
pcm m$ zi temus "y -l- 7, qui eft valor 


midiametri prime. Abfcinde igitur CV — Cy — AE f ep 
! g ea 


atque ex prima diametro: V y defcribe hy perbolam tranfeunteni- per 
puunda Q, R, & habebis locum quzfitum. 
In hoc cafu fi habeatur Qg—o,G& füt x—, proveniet uz -— 
-Í V: quo valore in zquationem introduclo erit ; — px 4-5 
five 1* — o. Quapropter quum uterque valor x nullus fit ; conftat» 
pror q l 


ordinatam refpondentem puncto A ( Fig. 6) eiie in prima diame- 
tro. 
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tro. Quare ordinata A C , punctum C erit centrum fe&tionis , & 


fumptis CV — Cu — Vr, erunt V, z prima diametri vertices. 
Ut reperias punctum aliud, per quod curva tranfeat, fac x — 5, 


TOP Pn I LÀ 

& erit , — ps --r. Accipe AE — s, & ducta EF fac FQ. 
j vue EE : 

— F2 — V/ps* -- r, atque ex prima diametro Vu defcribe hy per- 


Dd 
bolam tranfeuntem per puncta Q , 4; & locum zquationis obtinebis. 


254 : : : : q4 
Si in data xquatione hyperbole inveniatur r — 7^ , quod eft 


— $5 

Velut confinium inter duos cafus expofitos, tunc zquatio vertetur in 

hane y — ux-a--x--1.-yp,qux licet fit ad lineas re- 
2 


Cas ; tractari tamen poteft. methodo ultimarum propofitionum: in 
hoc enim cafu hyperbola in duas rectas mutatur. 


Nihil jam reliquum eft, nifi ut de illis zquationibus agamus ; 
quz; deficiente quadrato y y ; ad fuperiorem formam reduci non 
poffunt. In his vel adeft planum x y, vel fecus. Utrumque genus 
duplex ; qux fequitur propofitio, complectetur. 


PROPOSITIO SEPTIM A. 


JEquationes illas conftruere , in quibus deeft non minus 
planum x y, quam quadratum y y. 


JE Quationes hujufmodi femper reduci poffunt in hanc formam 

y — mx--7 - px*. Hzc zquatio in duas dividenda eít 
hoc pado z — mx-i-z;, u — px*. Prima de more conítruatur. 
In altera, quz fatis oftendit parabolam , cujus locus DDVF (Fig. 7) 
eft tangens, fi fiat u — o, invenietur x — o. Quare ex puncto A 
abfciffarum initio duc ordinatam AV , que fignabit punctum V, in 
quo parabola debet tangere lineam D V. Ut aliud punctum deter- 
mines in curva pofitum ; fac x — 5, & erit u — p? Igitur 
fume AG — ;, tum ducta ordinata GF accipe EQ GE x. 
Demum ut habeas locum optatum , defcribe parabolam ; quz tangat 
D F in V, & tranfeat per pundum Q. 


Nihil facilius eft, quam determinare parametrum diametri 


2 2 
AV; eft enim — VF. — — — x, 
FQ. ps 14 


PRO- 


I 
l 
I 
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PROPOSITIOQO..OCTAVA. 


JEquationes illas confiruere, quz planum x y, non autem 
quadratum y y continent. 


IE Quationes, de quibus nunc agendum eft, hanc formam fem- 
per accipere poffunt y — mx --  -l- E . Efforma de mo- 


PUN p 
re zquationes duas z — mx --7, & ui — verae Hzc altera z2qua- 


tio clare manifeflat ; zquationem referendam effe ad hyperbolam 
inter affymptotos. Quare fi prima aquatio conftruafur, ut femper 
factum eft, determinabitur pofitio unius affymptoti DM (Fig. 8): 
Ut alterius affymptoti per fecundam zquationem fiat determinatio ; 


ponatur uy — E , & invenietur x — — 4. Abfcinde AE — —4, & 


per E age ordinatis parallelam N E C, que erit alterum affympto- 
tum, & C erit centrum fectionis. Ut habeas punctum per quod 


curva tranfeat ; fac x — $ cuicumque fcilicet conflanti, & orietur 


e —- . Ergo fumpta AG — s, ducta GF, & fecta POE 


defcribatur inter affymptotos CM, CN hyperbola tranfiens per 
punctum Q , ea erit locus quafitus. 

Quando non eft 4 — o , utilius erit ponere x, feu ; — o, uf 
facilius punctum per quod curva tranfeat ; determinetur. 

Hzc, que ad perfióendam elegantem Hermanni methodum 
inventa funt, poftquam diligenter infpexeris, nihil in ea tibi, ViX 
Clariffíime, obfcurum ; nihil implicitum fpexo fore, ut videatur. 
Quoniam autem hzc fcribens tuz morem geffi voluntati, abs t€ 
flagito ; ut quecunque tandem fint ; quemadmodüm foles , quo ani- 
mo accipias. Vale; & geometrim , bonifque artibus te diutiffime 
conferva. 


Ex Col. S. Lucie Kal. Januarii 1751. 


OPU- 


| 
| 
I6: | 
.OPUSCULUM TERTIODECIMUM. 


De praecipuis pendulorum circularium , C  cycloidalium , 4 
proprietatibus . 


IB 
E-P I$. I-0*L.A. | 


YVINCENTIUS RICCATUS | 
VIRO NOBILI |! 


BDIEITHUNSQ-—-GQO3SMALVEIIO I! 


SAEXD | 


I qua eft, Alphonfe ornatiffime, in rebus phyfico-mathematicis 

inveftigatio ; quz in adhibendis quantitatibus infinite parvis fe- 

dulitatem , & cautionem de(ideret , ea certe videri debet ; quz | 
agit de ofcillationibus pendulorum per arcus minimos, quemadmo- | | 
dum doctorum virorum non contemnendi paralogifmi demonftrant , | 
Gratum itaque me tibi facturum fpero, fi de re hac pro virili parte | 
tractabo, tum quia rectum infinite parvorum ufum alieno periculo |l 
tibi oltendam ; tum quia hanc phyfices partem maxime neceífariam 
&eometrice demonflrabo, Quam ob rem fine, ut prius de pendulo 
cycloidali ; tum de pendulo circulari , demum de. eorum conipara- 
tione non minus clare, quam breviter diiferam. 

Ac pr:mum Hugenianam propofitionem de ifcchronifmo penduli 
Cycloidalis ; alia methodo demonftrandam mihi propono. Ajo itaque 
corpus per cycloidem ofcillans eodem tempore ad pun&um infimum 
pereenturum. Sit cyclois ( Fig. 3) BD A, cujus axis AE, & cir- 
culus genitor AL E: ajo mobile vel incipiat defcendere ex puncto 

» Vel ex quolibet alio puncto D eodem tempore ad punctum A 
perventurum. 

Sume arcus BG, DH, item eorum elementa Gg, Hb, que 
| fint in ratione integrorum arcuum AB, AD. Ex pun&is B, D, 
G , H agantur linee BE, DF, GI, HK , quz circumferentiam 
| Circuli genitoris fecent in pun&isE; L,;M,N; & ducantur choidze 
AL; AM,AN. Quoniam arcus AB eft ad BG, ficuti AD: DH, 

X erit 
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erit etiam arcus AB: AG:: AD: AH: fed ex cycloidis proprie- 
tate chorde AE, AM, AL, AN funt dimidia arcuum AB, AG, 
AD;,AH: Ergo erit AE: AM::AL:AN: quare etiam eorum 
quadrata erunt proportionalia; nimirum AE*: AM* : : AL*: AN?: 
fed his quadratis proportione refpondent AE, AI, AF, AK: Ergo 
Srt AÉ: AI:: AF: AK: Ergo dividendo AE: EI:: AF:FK: 
& invertendo, permutandoque EI: FK :: AE: AF: fed AE: AF 
eit in ratione duplicata AE: AL, feu arcus AB: AD: Ergo EI: 
FK in ratione duplicata arcus AB: AD: feu viciflim arcus AB ad 
arcum AD eft in ratione dimidiata EI:FK. 

His demonfiratis, qux geometrica funt , quantitates phy ficas 
contemplemur. Velocitas; quam corpus defcendens ex B habet in 
G, eft ad velocitatem , quam corpus defcendens ex D habet in H» 
in ratione dimidiata ET: FK : Ergo ex demonftratis in fimplici 
arcus A B ad arcum AD; fed tempus per Gg. ad tempus per H5 
eít in ratione compofita directa G £: Hb, feu arcus AB: AD, & 
inverfa velocitatum in G, H, feu arcus AB: AD: Ergo tempus 
per Gg zquale eft tempori per Hb: que equalitas quum valeat 
in omnibus elementis proportionalibus ; conítat eodem tempore 
corpus; vel incipiat defcendere ex B, vel ex D, ad punctuii A 
perventurum. Q. E. D. 

Non eft opus advertere, propofitionem hanc veram effe , licet 
punctum I) acceptum fuerit infinite proximum puncto &. Quum au- 
tem in percurrenda demicycloide BA indigeat corpus finito tempore 
àn percurrendo etiam infinitefimo arcu DA tempus finitum impendit . 

Opportunum jam eft, comparare tempus defcenfus cycloidalis 
cum tempore defcenfus rectilinei. Hanc ob rem ( Fig. 2 ) confera- 
mus motum per integram demicycloidem BG A cum motu per ejus 
axem EA. Defcribatur cycloidis circulus genitor AM E, & ex quo- 
libet puncto G agatur horizontalis G MI, eique infinite proxima 
£mi. Ducatur chorda AM, quz fecet GI in 5, & BE in H, & 
agatur tangens M K , & chorda ME. Quoniam triangulum HME 
eft xectangulum in M, & tangens MK zquat tangentem K E pun- 
€um K erit centrum femicirculi tranfeuntis per pun&ta E, M, H: 
Ergo KH erit zqualis KE. Producatar AE in D, donec ED 
equat AE. 

His premiffis tempus, quo mobile motu zquabili velocitate ul- 
timo acquifita per defcenfum ab E A conficit femicircumferentiam 
EMA, eft ad tempus quo motu zquabili eadem velocitate percurrit 
DA ut femicircumferentia ad duplam diametrum: atqui tempus» 
quo mo:u zquabili velocitate acquifita defcendendo per E A E 

xi 
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vit DA, eft squale tempori motus accelerati per eandem E A : 
Ergo tempus, quo motu :equabili velocitate acquifita in defcenfu per 
EA femicircumferentia conficitur, eft 4d tempus motus accelerati 
per EA ut demicircumferentia ad duplam diametrum. 

Tempus per elementum Gg ad tempus per elementum M s, 
dum circumferentia defcribitur motu xquabili antea definito , eft in 
ratione compofita directa Gg : Mm, & reciproca velocitatis in G 
ad velocitatem in M. Sed prima ratio fcilicet Gg : Ms eft eadem 
ac ratio Mz: Mm, five MH: MK , five MH:KE. Secunda ratio 
nempe velocitatis in G ad velocitatem in M eadem eít cum ratio- 
ne dimidiata EI : EA, five cum ratione fimplici ME: EA, five 
MH:HE: Ergo tempus per Gg ad tempus motus zquabilis per 
Mmm in ratione compofita directa MH: KE, & inveríaMH: HE; 
five in ratione fimplici HE : KE, feu ut 2: 1, feu ut DA: EA: 
quz ratio, quandoquidem conítans eft, docet, tempus defcenfus 
per demicycloidem BG A effe ad tempus motus zquabilis per fe- 
micircumferentiam EM A ut DA: EA. i 

Atqui antea demonftratum eit , tempus motus xquabilis per de- 
micircumferentiam EM effe ad tempus motus accelerati per EA 
ut femicircumferentia EMA ad duplam diametrum D A: ergo tem- 
pus motus per demicycloidem ad tempus defceníus per ejus axem 
EA ut demicircumferentia EM A ad ejus diametrum EA. Q. E. D. 

- uum ex fuperiori demonftratione tempus defcenfus per quem- 
libet arcum cycloidis zquale fit tempori defcenfus per integrum de- 
micycloidem , & ex Galileo tempus defcenfus per quamlibet chor- 
dam circuli AM fit zquale tempori per diametrum , perfpicuum eft , 
tempus per quemlibet cycloidis arcum etfe ad tempus de(cenfus per 
quaml;bet chordam cixculi genitoris ut demicircumferentia ad dia- 
metrum. Quz omnia vera funt ; tametíi cum arcus, tum chorda 
accipiantur infnitefimi. 

Notum eft , diametrum circuli ofculantis cycloidem in puncto 
À effe quadreplam diametro circuli genitoris: Ergo tempus defcen- 
fus per diametrum circuli ofculatoris eft duplum temporis motus pex 
diametrum circuli genitoris: Igitur tempus defcenfus per arcum cy- 
Cloidis ad tempus defcenfus per diametrum circuli ofculatoris ut de- 
micircumferentia ad duplam diametrum , feu ut quadrans ad diame- 
trum. Quod item dicendum elit de tempore cafus per quamlibet 
chordam circuli ofculatoris. Quod fi velis comparare tempus motus 
per arcum cycloidis cum tempore motus per radium circuli ofcula- 
toris debes advertere hoc tempus etfe ad tempus defcenfus per dia- 
metrum circuli genitoris ut v/a : : : Ergo tempus per gp e 

2 a 
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ad tempus motus per radium circuli ofculantis ut. demicircumferen- 


tia ad diametrum multiplicatam per V2 5 que zqualis eft diametro 
quadrati circulo circumfcripti , feu fi mavis ut quadrans ad chor- 
dam quadrantis . à 

Antequam confero motum cycloidalem cum motu circulari 5 
optimum judico, infignem paralogifmum patefacere , in quem 1n- 
ciderunt viri fummi putantes, arcum minimum circuli; & ejus 
chordam eodem tempore confici ; tum oftendere majorem arcum 
circuli longiori terapore percurri quam minorem. Quod fpectat ad 
primum Keillius , Parentius , Nicolaus de Martino; Mu(fchembroe- 
kius, aliique viri non ignobiles animadvertentes , arcum minimum » 
ejufque chordam adzquari , ftatueruat , mobile defcendans primum 
per arcum , deinde per chordam impendere tempora ; inter quz adz- 
quatio fimiliter intercedat. Adverfus hos fit hxc planiffima demon- 
ftratio . 

Sit minimus arcus circuli A D B ( Fig. 3). ejufque. corda AB- 
Ex centro circuli C ducatur quilibet radius COD , & fumpto arcu D 
infinitefimo refpectu AB jungatur radius Cd. fecans chordam in o 
Ex punctis D, O ducantur verticales DM; ON , & horizontales 
DG,OF. 

His pofitis facile eft demonftratu, arcum ADB adzquare chordam 
AB,AD — AO, D4 — Oo, & DB. — OB: Ergo tempus per 
D 4 ad tempus per Oo erit in ratione reciproca velocitatum in D ; 
O , quas conftat eífe in ratione dimidiata rectarum. DM, ON. 
Recta vero. DM ita excedit ON , ut adzquari nulla ratione poffint. 
Nam. linez DM, NO funt infinitefimz fecundi ordinis ;. fed' etiam 
earum differentia F G eft ejufdem ordinis. Nam demonftratum eft 
a Newtono DOO effe infinitefimam. fecundi ordinis: Ergo etiam 
F G , que cum DO finitam habet proportionem , erit infinitefima 
fecundi ordinis: Ergo hzc differentia F G. finitam babet rationem 
cum lineis DM ,,ON: Igitur inter has intercedere adzquatio non 
poteft. Quare conítat tempus per arcum minimum circuli minus 
eífe;, quam tempus per ejus chordam ; & nullo pacto fuppofitam. 
ad squationem fubfiftere .. 


Sed proportionem inter MD; NO' penitius indagemus. Qua- 
propter adverte demonflratum eíl? à Newtono AG eife ad AE in 
ratioie duplicata arcus AD. ad. arcum. AB, five re&z AO ad AB: 


Ergo dividendo erit AE—AG ; five EG: AE:: AB' — AO! : AB; 
AB—AO.AB--AO: AB':: BO. AB-- AO : AB. 
Hoc 
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Hoc fuppofito MD : NO eft in ratione MD:AE, 
compofita AE : NO* 


prima ratio nempe MD : AE eadem eft ac ratio EG : AE; feu ex 


demonftratis BO. AB 4-7 AO : AB'. Secunda ratio fcilicet 
AE:NO eadem eft ac AB : BO: 


Ergo MD : NO in ratione BO. AB --AO : AB", five in ra- 

compofita AB : BO 
tione fimplici AB 4- AO: AB. Atqui tempus per Dd ad tempus 
per Oo in ratione invezfa dimidiata MD:NO*: Ergo etiam in 
ratione inverfa dimidiata AB -- AO: AB: Ergo tempus per D4 
minus eit tempore per Oo. Quum autem omnia elementa arcus 
celerius percurrantur quam elementa chords , conftat integrum arcum 
celerius confectum iri quam chordam. Q. E. D. Vides ex hac de- 
monítratione , quam caute adhibendz fint infinititefims quantitates » 
ne ille inter equales habeantur; quarum differentia noa fit refpe- 
€&u ipfarum infinitefima. 

Galileus , & Balianus viri doctiffimi , quibus mixtam mathefinx 
acceptam referimus , decepti a quibufdam experimentis a fe inftitu- 
tis, putaverunt ; pendulum circulare eodem tempore cum longiores , 
tum breviores ofcillationes conbcere. Imo Galileus fepe ex fuis prin- 
Cipiis demonftrationem quzefivit, quam fe numquam: inveniffe fate- 
tur; neque enim falfe propofitionis demonítratio inveniri poteft . 
At vero in prefens, quoniam tibi gratum fore confido , demonftra- 
tionem clariffimam exponam; qua fiet palam , tempus defcenfus 
per arcuin circuli majorem mnajus effe tempore defcenfus per arcum 
minorem . 

Sit femicirculus GBA ( Fig. 4) ; cujus centrum C. Suman- 
tur arcus inzquales BA major, D A minor. Ajo, tempus per BA 
majus eife tempore per DA. 

Ducta ex B indeünita horizontali BE ; defcribatur alter circu- 
lus fecans BE in E ita, ut arcus AE fit fimilis arcui AD): quod 
problema facilem habet folutionem . Circulus autem. defcriptus fit 
AEF, cujus centrum K. Hujus circuli radio KF zqualem duc ho- 
rizontalem FH, junge HA, & age GI parallelam F H : conftat 
GI fore zqualem radio circuli dati, nempe C G. Agatur quzelibet 
horizontalis. M. P O , cui fit in&nite proxima m po; X ducantur mi- 
nimz verticales ;r, os. Jungatur HP fecans GI in L. Accipia- 
tur arcus DN. fimilis arcui EO , & elementum N z fimile elemen- 
to Oo. Demum ducantur radi C M, CN, KO. 

Concipiamus tria pendula; quorum primum [D i AME 

» 
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BA, alterum areum EA, tertium arcum DA, & comparemus 

tempora per tria elementa M»; , Oo, Nz. His pofitis tempus 

per M x eft ad tempus per Oo eft ut Mm:Oo, five 

in ratione Mm : mr :: CM : MP. . 

compofita os : Oo: : OP : KO! ?tqui eins 

tempus per O o ad tempus per Na::vV KO: V CN T vVCM: 

igitur tempus per M.» ad tempus per N» erit 

in ratione CM : MP V CM: v KO 

compofita OP : KO, feu OP: MP : fed prima ideft 
VKO : vVCM 

VCM:VKO::vGI: VFH: altra nempe OP : MP :: 

Ve. FPÀ : V xe. GPA : : VFP : VGP:: /VFH: VGL: 

Ergo tempus per Ms ad tempus per Nz in ratione V GI : VFH » 

compofita VF H : VGL 

five in ratione fimplici /GI: v/GL. Atqui ubique GI major eft 

quam GL: Ergo per fingula elementa arcus BA tempus majus 

eft, quam per fingula elementa arcus D A. Igitur tempus per ar- 

cum BA majus eft tempore per arcum DA. QS EL. 

Si BA fit arcus infnitefimus ; tum quelibet AP erit infinite- 
fima fecundi ordinis: Ergo etiam P T, quz ad AP finitam habet 
proportionem , erit infinitefima fecundi ordinis, ficut  & IL: Igi- 
tur accepta GV media proportionali inter GI, IL, exit IV inf- 
nitefima fecundi ordinis ; fed tempus per Ms eft ad tempus per 
Nz ut GI:GV: Ergo differentia temporum per Mz, Nz eft ad 
ipfa tempora ut infinitefimum fecundi ordinis ad finitum : Igitur 
tempora per Mm, Nz adzequantur. Quod quum de omnibus 
analogis elementis verum fit, confequitur adequari tempora per 
arcus integros minimos BA ;:D A. Quare perfpicuum eft , zquediu- 
turnas effe minimas ofcillationes penduli circularis . Q. E. D. 

Nihil reliquum eft, nifi ut comparemus pendulum cycloidale 
cum circulari. Sit femicyclois BGA ( Fig. 5); cujus hxis EA, & 
femicirculus quilibet F HA ; cujus radius K A. Producta BE in D 
intelligatur mobile defcendere modo per cycloidem , modo per cir- 
culum ex punctis B; D vel ex punétis sque altis P, Q.. Ducatur 
quzlibet horizontalis: G O ; cui fit infinite proxima go. Quzritur 
quanam futura fit proportio temporum defcenfus per Gg, Oo. De- 
fcribe circulum genitorem cycloidis EM A ; age chordas AM, AO; 
qus dux chordx erunt inter fe in ratione dimidiata diametrorum EA ; 
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FA, five ducta AD in ratione fimplici AD : AF ; fed arcus AG 
duplus eft quam chorda A M: Ergo arcus AG ad chordam AO 
in ratione 2. : 1 
compofita AD: A 
ferentia arcus nempe Gg ad differentiam chorde AO in eadem 
xatione AD: K A: hzc enim eft conftans: fed du&a Fo fecante 
AO inr, notum eft Or eife differentiam chorde AO: Ergo 
Gg:OT:;: AD: KA. Atqui rO:Oo::Fo:FA: Igitur Gg: Oo 
agus AD:KÀ^ ve ut rectangulum AD. Fo: FA. AK. 
— AH. Producta AD donec concurrat cum KH in I eft AD : 
AH::AH:AI: Ergo AH* — AD.AI. Igitur Gg : Oo :: 
AD.Fo: AD. AI::Fo: AI, tive FO : AI. Quoniam vero 
mobilia ex punctis eque altis defcendunt , tempora per Gg, Oo 
funt ut Gg: Oo: Ergo ut FO: AI. Q. E. I. 

Ut conitans A I fit zqualis diametro AF, nece(fe. eft , ut dia- 
meter FA fit quadrupla quam AE. Si autem AF fit major quam 
quadrupla AE, AI major erit quam AF. Contra A I minor erit 
quam AF, fi FA fit minor, quam quadrupla AE. - 

Quum AI major eft quam AF, erit etiam major quam quzli- 
bet FO: Ergo tempus per quodlibet elementum circulare Oo ma- 
jus erit, quam per refpondens elementum cycloidis Gg: Ergo mo- 
bile defcendens per arcum D A , vel Q A majus tempus impendet , 
quam defcendens per arcum cycloidis BA , vel PA. 

Pro cafu in quo AI fit minor AF ; quod contingit quum AF 
eft minor quam quadrupla AE, inveniendus eít cafus; ubi AI 
zqualis fit recte FD. Hoc autem continget quando K A fit zqua- 
lis EA, & punctum K cadat in E. Si autem A E major fit quam 
AK: tum linea AI femper minor erit linea F D , -ergo etiam 
qualibet linea F O : Ergo tempus per quodlbet O o minus eft 
tempore per quodlibet elementum OG g: Ergo tempus per arcum 
Circularem integrum minus tempore per cycloidem. 

Si vero AK fit major AE; minor 2A E; tum AI verfus D 
ert major FO , in aliquo puncto :qualis , verfus A minor: Ergo 
initio elementa circularia-longiori tempore percurrentur quam cCy- 
cloidica , in fiae autem breviori. Quare fi inveniendus fit arcus. cir- 
cularis , qui eodém tempore percurratur ac cycloidicus ; ejus ra- 
dius neceifario major erit axe cycloidis AE, minor, quam du- 
plex AE. 

Sed diligentius perpendendus eft cafus , in quo AK — 2 AE: 
namque in hoc cafu pendula circulare ; & cycloidicum ceufeutux 

haoe- 


PO five in ratione fimplici AD : KA: Ergo dif- 
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habere eandem longitudinem , quum AK fit radius circuli ofculan- 
tis cycloidem in puncto A.. In hoc cafu quifque videt tempus per 
quemlibet arcum circularem DA , vel Q A majus eife tempore per 
cycloidem. Sed quum AI per majorem exceffum fuperet FO , quo 
magis hzc accedit ad punctum D, conítat tempus per arcum cir- 
cularem majorem magis fuperare tempus per. arcum cycloidis ; 
quam tempus per arcum circularem minorem: Ergo majus eft tem- 
pus per majorem arcum circuli, quam per minorem. Quare nova 
demoníftratione probatur falfum , quod opinabantur Galileus , & Ba- 
lianus, ifochronas fcilicet effe penduli circularis ofcillationes . 

Si defcenfus in circulo incipiat a puncto O infinite proximo 
puncto A , tum quelibet Fo fit equalis FA, feu AI per adzqua- 
tionem : Ergo tempus per minimum arcum AO quale tempori 
per cycloidem. Ex quo nova demonftratione colligitur ofcillationes 
per arcus minimos vel majores, vel minores ifochronas effe. Col- 
lige item, eraífe eos, qui putarunt tempus per arcum circuli mini- 
mum O A zquale effe tempori per ejus chordam O A , feu per dia- 
metrum AF. Nam qvum tempus per arcum O A. fit zquale tem- 
pori per cycloidem erit ad tempus per AF ut quadrans circuli ad 
diametrum , ut fuperiores propofitiones decent . 

Habes hic, Alphonfe clariffime ,  przcipuas pendulorum cum 
circularium ; tum cycloidalium proprietates; ex quibus quanta pra- 
xis accipiat utilitatem , tibi notiffimum eit. Ex hifce demoníftra- 
tionibus plane cognofces, infinite parvorum ufum in a'ufum facile 
degenerare, nifi ad vera principia animum advertamus. Quantita* 
tum infinite parvarum differentiz funt diligenter expendende. *i 
he refpe&tu. ad quantitates eafdem minorem rationem habeant 
quacumque data; ez quantitates tanquam zquales haberi poffunt . 
Si vero d.ffcerentia non fit ejufmodi ; fed ad quantitates finitam 
habeat proportionem ; qui eas xquales fecerit ; in manifeftum inci- 
det paralogifmum . Velim tibi perfuadéas, me nihil prztermiifurum ; 
quod tibi, tuifque fludiis effe poffit utilitati. Vale. 


Kal. Januarii x753. ex Col. S. Lucie. 


FINIS OPUSCULORU M. 


nube 


169g 


INDEX AUCTORUM; 


Quorum mentio fit in hoc. volumine. 


Numerus paginas indicat. Littera m po/tpofita : uumere 
JÁgnficat moras. 


Ctorum Lipfienfium Colle&ores. 1372 
Auctor hittor. liter. Italie. 136 z. 


Balianus Joannes Baptifta. 156, & feq., 16$, 168 
Barottus Joannes Andreas. 94 z. 

Bernoullius Joannes. 14x; 145» 147, 148 
Blondellus. x37, 138 

Bombellus Raphael. 45, 94 ;. 

Bofcovichius Rogerius. x2 

Briggius. 43 


Cardanus Hieronymus. 45; 94 7., 120, & feq. 
Cazreus. x37 

de Chales Milliet Claudius. x37 

Clairaut. 6, 8, 15 

Corticellius Salvator. 36 7. 


Eulerus Leonardus. 118 


Fermatius Petrus. 137 
Ferrarienfis Ludovicus. 4$, 94 z. 
de Ferraris Ludovicus. 94 z. 
Ferreus Scipio. 45» 130 


Galileus Galileus. 1365 & feq.» 163, 165, 168 
Gafendus Petrus. 137 

Gorius Antonius Francifcus. r4x m. 

Guldinus Paullus. 18, & feq. 


Hermannus Jacobus. 6, 18, 123; X91, 157, x6o 
Hugenius Chriftianus. xóz 


X Keil- 


170 Index Auctorum. 


Keillius. x64 
Keplerus. 223 


de Martino Nicolaus. 164 
Muífchembroeckius Petrus. 164 


Neperus Joannes. 43 
Newtonus lfaacus. 123, x64 
Nicolas. 129, x3x, 133 


Pappus. x8 
Parentius. 164 


Torricellius Evangelifta. x36 z. 


Wallifius Joannes. 123 

Valtius Joannes Theophilus . x4x 
Varignonius Petrus. 6 

Vivianus Vincentius. 136 
Ulaquius. 43 - 


Wolhüus Chriflianus. 455 947,3 X37 133. 


IN- 


| 


171 
INDEX RERUM; 
Quae in hoc volumine continentur. 


Numerus paginam defignat , 


y Quationes aliquot differentiales evolvuntur per feries. ros, 
& feq. 
alie. x18, & feq. 
JEquationes cubicz aliquot fine imaginariis refolvuntur. x29, & fec. 


-JEquationes determinantur, quz babent radicem fimilem radici 


cardanice. 45, & feq. 

JÉquationum radices hujuímodi inveniuntur. sr, & feq. 

JEquationum earumdem radices conftruuntur per divifionem arcus, 
aut logarithmi in partes zquales. 79, & feq. 

JÉquilibrii centrum. Vide centrum zquilibrii . 

Arcuum duorum datis finibus, & cofinibus invenire finum , & cofi- 
num fummZ2 , ac differentie. 71i, & feq. 

Arcus finu, ac cofinu dato invenitur finus & cofinus. multi- 


pli. 76 

Arcus minimus 5; ejufque corda eodein tempore ron percurruntur. 
1645 168 

Arcus circuli major longiori tempore conficitur, quam minor. 
1655 168 


Baliani fententia de motu gravium. x36, & feq. 
methodus ad leges motus gravium detegendas. 139 


Centrum zquilibrii. x, & feq. 

conftans in potentiis parallelis. 6 

in illis, que funt ut diflantie. rr, & feq. 

determinatur in potentiis parallelis, 6; & fec. 

in concurrentibus. 9, & feq. 
Concoidis nicomedex quadratura .. 25 
Cofinus. Vide Logarithmus ; & Aicus. 
Cofinus circulares , & hy perbolici per feriem expreffi. 115 

expreífi fine ufu ferierum. 1x16 
Cubicarum aliquot zquationum radices fine imaginariis exhiben- 
(o tu. 129, & feq. 

og Cycloi- 


17à Index Rerum. 


Cycloidale pendulum probatur ifochronum . x6 
Cyclois dat folutionem problematis Kejleriani. 124 


Galilei methodus ad leges defcenfus gravium inveltigandas. 139 
Gravitatis centrum. Vide Guldini regula. 
Guldini regula exponitur. x8 

probatur. xo, & fec. 

limitibus coarcetur. ibid. 

ufus in quadrandis fpatiis. 24, & feq. 

ufus in quadrandis fuperficiebus curvis. 28 

ufus in cubandis folidis. ibid. 


Ifochronifmus penduli circularis conficientis arcus minimos proba- 
tur. 166, 168 


Ifochronifmus penduli cycloidalis demonftratur. 16x 


Keplerianum problema folvitur per Cycloidem , & curvam finuum. 
123» & feq. 


Loci geometrici omnes Hermanni methodo refoluti. x$r, & feq. 


& Logarithmica rotante circa affymptotum folidum genitum dcter- 
minatur. 29 


Logarithmorum fyftema multiplex. 3o, & feq. 
Logarithmus ex dato numero determinatur per feriem. 33 
Logarithmo dato invenitur numerus. 37 : 
Logatrithmorum fyítema diverfum ex diverfitate proto-numeti. 39 
ex diverfitate fubtangentis. 4o 
ex diverfitate bafis logarithniice. 42 
Logarithmorum genus duplex vulgare, & hyperbolicum. 41 
Logarithmorum analogorum fyftema . 7o : 
Logarithmorum duorum datis. finibus , & cofinibus invenitur fi- 
nus, & cofinus fummz, & differenti». 7o 
Logarithmi dato finu; & cofinu invenitur finus, & cofinus loga- 
rithmi multipli. 76 


Numerus exprimitur per logarithmum. 113 
Numerus. Vide Logarithmus. 


Pendulum circulare non eft ifochronum . 16$, 168 
Pendulum defcribens arcus minimos circuli eft ifochronum. 166» 
x08 
Pen- 


| 
| 


————— ——————————————————————————————— 


Index Rerum. 173 


Pendulum cycloidale probatur ifochronum . 161 
Potentia determinatur zquivalens duabus virge rigid? applicatis; 
fi concurrant. 2 
fi fint parallele . 3 
Proportio temporum defcenfus per demicycloidem , & ejus axem 
oflenditur . 162 
Proportio temporum inter ofcillationes circularem , '& cycloidalem 
inquiritur. 166 


Radices cardanice fimiles. Vide /Equationes. 
Radices cubicarum aliquot zquationum fine imaginariis. 129; & feq. 
de Recti&catione duarum curvarum fimul acceptarum "Theorema . 


141, & feq. 


Series exprimens numerum ex dato logarithmo, 37, 1x13 

Series exhibens logarithmum ex dato numero. 33 

Series exhibentes finus, & cofinus. xr5 

Series, per quas aliquot zquationes evolvuntur. 105  & feq. 

Series numerorum naturalium fumptis terminis infinitenis mutatur 
in feriem numerorum imparium. 127 

Sinus. Vide Logarithmus ; & Arcus. 

Sinus circulares , & hyperbolici per fetiem expreífi. xxs 

fine ope ferierum. x16 

Sinuum curva dat folutioném problematis Kepleriani. 124 

Solutio problematis ad methodum inverfum tangentium fpectan- 
tis. 95, & feq. 

Spatia tempufculis zqualibus pera&ta fi fint ut numeri naturales; 
fpatia confecta temporibus finitis zqualibus erunt uf numeri 
impares. x26, & feq. 


Tangens circularis expreffa per arcum .. 121 - 

Tangens hyperbolica expreífa per logarithmum . x2r 

"Femporum defcenfus per arcus circularem , & cycloidalem propor- 
tio inquiritur. 166 

Temporum defcenfus per demicycloidem ejufque axem proportio 
oftenditur. 162 

a Tractoria circa affymptotum rotante folidum ; quod gignitur. 
invenitur. 29 


Vidit 


Vidit D. Salvator Corticellius Clericus Regularis Sant 
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